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Résumé : Les méthodes d’analyse et de synthése mises en ceuvre dans le milieu indus-
triel aéronautique reposent le plus souvent sur 'application de techniques linéaires a des
modéles eux-mémes linéarisés. Les exigences croissantes en termes de performance et de
fiabilité opérationnelle nécessitent cependant d’élaborer des stratégies sans cesse plus com-
plexes afin de remplir les objectifs imposés. Il existe donc un réel besoin de mettre au point
de nouveaux outils capables de prendre en compte simultanément des non-linéarités et des
variations paramétriques lors du processus de synthése, mais également de démontrer que
les résultats obtenus sur le plan théorique peuvent étre appliqués & des problématiques réa-
listes. Dans ce contexte, les travaux menés au cours de cette thése portent dans un premier
temps sur le développement de méthodes d’analyse de robustesse et de synthése de lois de
commande robustes en présence d’incertitudes linéaires a temps variant (LTV) ou invariant
(LTI). Ils montrent notamment que de nombreux systémes non-linéaires peuvent étre étu-
diés avec de tels outils. Ce n’est toutefois pas le cas des systémes saturés, qui revétent une
importance pratique considérable, et pour lesquels des techniques de synthése anti-windup
sont élaborées dans un deuxiéme temps. Ces deux approches ne permettent évidemment
pas une prise en compte directe de toutes les non-linéarités, mais I’objectif est tout autre.
Il consiste & montrer qu’une utilisation judicieuse d’un nombre limité d’outils développés
dans un cadre suffisamment général permet d’apporter des réponses pertinentes & de nom-
breuses problématiques ambitieuses auxquelles se trouve aujourd’hui confrontée I'industrie
aéronautique. A titre d’exemple, une stratégie compléte est proposée afin de controler la
dynamique latérale d’un avion de transport civil lors de la phase de roulage au sol.

Mots clés: analyse de robustesse, synthése robuste, incertitudes LTI/LTV, variations
paramétriques, synthése anti-windup dynamique, saturations, optimisation convexe, aéro-
nautique, contréle latéral de I'avion au sol.

Abstract: The majority of control laws implemented in the aerospace industry are still
designed and analyzed using predominantly linear techniques applied to linearized models
of the aircrafts’ dynamics. Given the continuous increase in the demands on their perfor-
mance and reliability, control law designers are highly motivated to explore the applicability
of more powerful design and analysis tools allowing to take into account both nonlinearities
and parametric variations. In this context, new robustness analysis and robust control syn-
thesis methods are first developed for systems presenting both linear time varying (LTV)
and time invariant (LTT) uncertainties. It is notably shown that several kinds of nonlinear
systems can be analyzed using such methods. This is however not true for saturated plants
that assume a significant practical importance, and for which dedicated anti-windup design
techniques are elaborated in a second step. All types of non-linearities can obviously not
be taken into account by these two approaches. Nevertheless, the main objective of this
work consists in showing that a judicious use of a reduced set of tools developed in a quite
general framework allows to address many challenging issues faced by the aerospace indus-
try. As an example, a complete methodology is proposed to control the lateral behavior of
an on-ground transport aircraft.

Keywords: robustness analysis, robust synthesis, LTI/LTV uncertainties, parametric
variations, dynamic anti-windup synthesis, saturations, convex optimization, aeronautics,
on-ground aircraft lateral control.
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Introduction

Contexte de la thése

En dépit des avancées significatives réalisées dans le domaine de la commande non-
linéaire au cours des derniéres années, les méthodes d’analyse et de synthése mises en
ceuvre dans le milieu industriel aéronautique reposent le plus souvent sur l'application
de techniques linéaires a des modéles eux-mémes linéarisés. Les exigences croissantes en
termes de performance et de fiabilité opérationnelle nécessitent cependant d’élaborer des
stratégies sans cesse plus complexes afin de remplir les objectifs imposés. Cette tendance
motive aujourd’hui les automaticiens a se détourner quelque peu des techniques classiques
au profit de nouvelles approches non-linéaires dont le potentiel encore inexploité apparait
particulierement prometteur. De telles approches offrent en effet la perspective de pouvoir
ameéliorer les critéres optimisés lors de la synthése de lois de commande de maniére & mieux
traduire le comportement par essence non-linéaire des systémes étudiés. Elles permettraient
également de réduire le temps ainsi que les efforts & consacrer afin de satisfaire un cahier
des charges contraignant. Enfin, disposer de méthodes d’analyse non-linéaire contribuerait
& réduire I'écart qui existe aujourd’hui entre le processus de synthése proprement dit et
la certification finale des commandes de vol, diminuant ainsi les cofits et les ressources
nécessaires & la validation des lois de pilotage.

Il existe donc un réel besoin de mettre au point de nouveaux outils capables de prendre
en compte simultanément des non-linéarités et des variations paramétriques lors du pro-
cessus de synthése, mais également de démontrer que les résultats obtenus sur le plan
théorique peuvent étre appliqués a des problématiques industrielles réalistes. C’est préci-
sément dans ce cadre que s’inscrivent les travaux menés au cours de la thése. Ils portent
dans un premier temps sur le développement de méthodes d’analyse de robustesse et de
synthése de lois de commande robustes en présence de paramétres linéaires & temps va-
riant (LTV) ou invariant (LTT). Si de telles méthodes sont naturellement adaptées a I’étude
des systémes linéaires, elles se révélent également tout & fait pertinentes dans un contexte
non-linéaire. En pratique, de nombreux paramétres interviennent en effet sous forme po-
lynomiale ou rationnelle, par exemple lorsque I’on modélise le comportement d’un aéronef
& partir des équations de la dynamique ou que 1’on décrit les variations de ses coefficients
aérodynamiques sur ’ensemble du domaine de vol. Dans de tels cas, il est souvent aisé de
réécrire le probléme sous forme LFT afin de se ramener & une représentation compatible
avec les outils de robustesse évoqués ci-dessus. Les saturations et autres non-linéarités sta-
tiques sont elles aussi omniprésentes dans les problématiques industrielles modernes. Une
approche intuitive consiste & les modéliser par des gains équivalents afin de pouvoir cette
fois encore se ramener au cas précédent, mais les résultats obtenus en pratique se révélent
le plus souvent conservatifs. Dans ce contexte, le développement de méthodes de synthése
anti-windup spécifiquement dédiées & la prise en compte de telles non-linéarités apparait
pleinement justifié et constitue la deuxiéme partie des travaux de thése.
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8 INTRODUCTION

Toutes les catégories de non-linéarités rencontrées en pratique ne peuvent évidemment
pas étre prises en compte directement par I'une des deux approches évoquées ci-dessus.
Mais 'objectif ici n’est pas de proposer une méthode différente pour chacune d’entre elles.
Il consiste au contraire & montrer qu’un nombre limité d’outils s’appuyant sur le formalisme
LFT et développés dans un contexte suffisamment général permet d’apporter des réponses
pertinentes & de nombreuses problématiques ambitieuses auxquelles se trouve aujourd’hui
confrontée l'industrie aéronautique. A titre d’exemple, 'automatisation de la phase de
roulage d’un avion de transport civil représente I'un des enjeux majeurs des années a venir.
Elle doit permettre de réduire la charge de travail du pilote, d’optimiser les trajectoires
de I'avion sur la piste tout en renforcant la sécurité, et a plus grande échelle de réduire
I’engorgement des aéroports. Il s’agit 14 d’un sujet difficile qui nécessite de tenir compte de
nombreuses non-linéarités, notamment au niveau des forces de friction entre les roues et
le sol, dont les caractéristiques dépendent de maniére fortement non-linéaire de nombreux
parameétres tels les angles de dérapage, la vitesse, ou encore ’état de la piste. Les travaux
réalisés au cours de la thése montrent qu’en dépit de la trés forte complexité du probléme,
une technique de modélisation adéquate permet d’obtenir un modéle LET représentatif
du comportement de I'avion mais fortement simplifié, car dépendant uniquement de non-
linéarités de type saturation, de paramétres variants et d’incertitudes, ce qui rend possible
I’application directe des méthodes développées précédemment.

Organisation du manuscrit

Le manuscrit se compose de trois parties. La premiére est consacrée a l’analyse de
robustesse et a la synthése robuste en présence d’incertitudes mixtes LTI/LTV, tandis
que la seconde se concentre sur la synthése anti-windup dynamique. Les différents outils
développés sont appliqués dans un troisiéme temps au contréle latéral d’un avion au sol.

Le chapitre 1 présente les notions essentielles a la compréhension de la p-analyse et de
la p-synthése, qui permettent d’étudier des systémes soumis & des incertitudes structurées
LTT. La généralisation aux systémes soumis également a des incertitudes LTV est alors
détaillée, et I'accent est mis sur ’absence de méthode permettant de calculer une marge
de stabilité ou un niveau de performance aussi efficacement que dans le cas LTI. Dans
ce contexte, les chapitres 2 et 3 proposent respectivement une approche fréquentielle et
une approche état afin de résoudre le probléme d’analyse de robustesse mixte LTI/LTV.
Lorsque cela est possible, les résultats sont généralisés aux problématiques de synthése de
correcteur et de précommande robustes.

L’objectif du chapitre 4 est de présenter I’ensemble des outils nécessaires & ’analyse des
systémes saturés et de dresser un rapide état de 'art. L’extension de ces techniques d’ana-
lyse & la synthése de correcteurs est briévement abordée, introduisant ainsi le chapitre 5
dans lequel sont proposées de nouvelles techniques de synthése anti-windup dynamique.
Plus précisément, une méthodologie compléte permettant d’optimiser un correcteur d’ordre
quelconque est mise au point. Les résultats obtenus sont ensuite généralisés aux systémes
variants et/ou incertains, faisant ainsi le lien avec les techniques d’analyse de robustesse
développées précédemment.

Les trois derniers chapitres sont quant a eux consacrés a la validation de I’ensemble
des outils théoriques élaborés dans les deux premiéres parties du manuscrit, qui sont ici
appliqués au contrdle latéral d’'un avion au sol. Le chapitre 6 décrit la démarche adoptée
afin de construire une représentation LFT simplifiée de la dynamique latérale de ’avion
a partir d’'un modéle non-linéaire complet développé dans un contexte industriel. Cette
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représentation met en évidence des saturations, mais également des incertitudes et des
paramétres variants, ce qui suggére de définir une stratégie en deux étapes. Les incertitudes
sont ignorées dans un premier temps et un correcteur anti-windup a paramétres variants est
synthétisé au chapitre 7 a I’aide des outils proposés dans le chapitre 5. Les saturations sont
alors converties en gains variants, ce qui permet d’appliquer au chapitre 8 les techniques
d’analyse de robustesse LTT/LTV développées dans les chapitres 2 et 3, et de valider ainsi
le schéma de commande proposé malgré la présence de paramétres incertains.

Conseils de lecture

Bien que faisant partie intégrante d’'un document dont la structure et la cohérence se
veulent résolument globales, chaque chapitre a été rendu le plus indépendant possible afin
d’en faciliter la lecture. Sur la premiére page sont ainsi présentés un bref résumé de la
problématique, une liste de mots clés ainsi que les publications personnelles associées. Les
références bibliographiques et les notations spécifiques sont quant a elles regroupées dans
les derniéres pages.

En outre, le manuscrit se veut aussi concis que possible afin de ne pas rendre sa lecture
rébarbative, et seules les contributions personnelles sont exposées dans le détail. Les résul-
tats essentiels & la compréhension des méthodes proposées sont briévement rappelés dans
le chapitre introductif de chacune des deux premiéres parties, tandis que les autres travaux
connexes sont simplement mentionnés dans la bibliographie. Si le lecteur n’est pas fami-
lier avec I'une des notions manipulées dans les chapitres 2, 3 et 5, il doit pouvoir trouver
les explications souhaitées dans les chapitres 1 et 4, ainsi qu’en annexe. Enfin, plusieurs
petites applications réalistes sont proposées tout au long du manuscrit afin de valider les
techniques proposées et de faciliter leur compréhension.
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Analyse de robustesse en présence
d’incertitudes mixtes LTT/LTV






Chapitre 1

QUELQUES NOTIONS THEORIQUES D’ANALYSE
DE ROBUSTESSE

Résumeé : La p-analyse consiste a étudier la robustesse d’un systéme LTI soumis & des
incertitudes structurées LTI. Ce chapitre introductif présente les notions essentielles a la
compréhension de cette théorie et insiste sur les aspects algorithmiques. La généralisation
aux systémes soumis a des incertitudes mixtes LTI/LTV est détaillée dans un deuxiéme
temps, et 'accent est mis sur ’absence de méthode permettant de calculer une marge de
stabilité ou un niveau de performance aussi efficacement que dans le cas LTI. Ce constat
justifie le développement des nouvelles méthodes d’analyse de robustesse et de synthése
robuste exposées dans les chapitres 2 et 3.

Mots clés: analyse de stabilité robuste, mesure de performance robuste, p-analyse,
incertitudes structurées LTI, valeur singuliére structurée, marge de robustesse, u-synthése,
incertitudes mixtes LTT/LTV.
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La p-analyse est un outil d’analyse puissant qui permet de s’assurer de la stabilité ou
de la robustesse en performance d’un systéme LTI soumis & des incertitudes structurées
LTT telles que des incertitudes paramétriques, des dynamiques négligées, voire des retards.
Introduite par [Doyle, 1982], cette théorie a été largement développée depuis pour devenir
une technique mature applicable & des problématiques industrielles ambitieuses.

L’objectif de ce chapitre introductif est de présenter la pu-analyse et de donner un
apercu de son domaine d’application, mais également de ses limites. Il ne s’agit pas ici de
réaliser une étude bibliographique exhaustive, mais plutét d’insister sur les résultats et les
propriétés utiles a la compréhension des chapitres suivants.

Le chapitre est organisé autour de quatre grands axes. Le paragraphe 1.1 introduit
la p-analyse dans le prolongement de l'approche H.,. Les notions de valeur singuliére
structurée et de marge de robustesse sont définies et différentes conditions de stabilité
et de performance robustes sont présentées. Le paragraphe 1.2 est quant a lui consacré
au calcul pratique de la marge de robustesse et une place importante est accordée a des
considérations algorithmiques. Quelques éléments de p-synthése sont ensuite rappelés dans
le paragraphe 1.3. Enfin, 'extension des techniques de p-analyse aux incertitudes mixtes
LTI/LTV est abordée dans le paragraphe 1.4, qui insiste notamment sur le manque de
solutions pratiques proposées dans la littérature. Ce dernier paragraphe permet de faire
le lien avec les chapitres 2 et 3, ou sont proposées de nouvelles méthodes d’analyse de
robustesse et de synthése robuste LTI/LTV.

1.1 Introduction a la p-analyse

1.1.1 Incertitudes structurées

On considére 'interconnexion représentée sur la figure 1.1, ot M(s) désigne un systéme
linéaire stationnaire stable.

M(s)

Figure 1.1 Interconnexion standard pour l’analyse de stabilité robuste.

Dans l'approche H, classique, I’écart entre un systéme réel et son modeéle M (s) est assimilé
a une incertitude dynamique non structurée A(s) bornée en gain mais de phase aléatoire,
et localisée en un seul point de la boucle. Le théoréme suivant fournit alors une condition
nécessaire et suffisante de stabilité robuste.

Théoréme 1.1.1 (théoréme des petits gains, version non structurée) Soit M(s)
un systéme linéaire stationnaire stable. L’interconmexion de la figure 1.1 est stable pour
toute incertitude LTI stable A(s) vérifiant ||A(S)|lco < 1 si et seulement si [|[M(s)]|oo < 1.

Ce cas de figure est malheureusement peu représentatif de la majorité des problémes.
D’une part, les incertitudes sur le modéle dynamique d’un systéme peuvent intervenir en
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plusieurs points distincts de la boucle. D’autre part, elles portent souvent sur des para-
métres physiques qui affectent le systéme de maniére trés structurée. Assimiler ce type
d’incertitudes a une erreur dynamique globale bornée en gain peut donc se révéler trés
conservatif du point de vue de la robustesse, car on cherche & stabiliser une famille beau-
coup trop vaste de systémes.

La p-analyse permet d’ajouter une information de structure afin de décrire plus fi-
délement la nature et la localisation de Iincertitude. L’opérateur monolithique A(s) de

I’approche H, est remplacé par un opérateur bloc-diagonal :
A(s) = diag(611y,, - - - ,0r 1k, ,A1(5), ... ,Ay(s)) (1.1)

ol les 9; sont des scalaires réels correspondant & des incertitudes paramétriques, tandis que
les Aj(s) désignent des matrices de transfert stables sans structure particuliére générale-
ment représentatives de dynamiques négligées. On associe a l'incertitude A(s) décrite par
la relation (1.1) la structure:

A = {dz‘ag 610k 0D A1, Ay G €R,A; €C lmj} (1.2)

de telle sorte que A(jw) e A CCPPVYw e R, avecp=>. ki + Z?:l l;. On note alors
B(A)={A e A: 5(A) <1} et de maniére générale kB(A) = {A € A: 5(A) < k}.

Notation: Afin d’alléger les notations, on écrira désormais A(s) € X pour indiquer
que lopérateur A(s) vérifie la relation A(jw) € X Yw € IR, ot X désigne un ensemble
quelconque.

1.1.2 Valeur singuliére structurée

On se place a une pulsation w donnée et on note M = M(jw) € CP*P. On cherche
alors & déterminer la taille de la plus petite perturbation A qui améne une valeur propre
de M sur I'axe imaginaire, i.e. qui déstabilise le systéme & la pulsation w. Dans le cas non
structuré, qui correspond a A = CP*P  on peut montrer que la plus petite valeur de k
pour laquelle il existe une incertitude A € kB(A) telle que det(I — MA) = 0 est 7(M)~L.
Dans le cas d’une structure A quelconque, la notion de plus grande valeur singuliére est
remplacée par celle de valeur singuliére structurée, introduite initialement par [Doyle, 1982;
Safonov, 1982] dans le but d’é¢tudier la robustesse de systémes soumis & des incertitudes
structurées complexes, puis généralisée par [Fan et al., 1991] afin de prendre également en
compte des incertitudes paramétriques réelles.

Définition 1.1.2 (valeur singuliére structurée pa) Soient M une matrice complexe
et A une structure donnée. S’il n’existe pas d’incertitude A € A qui rend la matrice I —AM
singuliére, alors la valeur singuliére structurée est définie par pa (M) = 0. Sinon :

1
min{k € R : 3A € kB(A),det(I — AM) = 0}

pa(M) = (1.3)

Une présentation détaillée de pua et de ses propriétés est proposée dans [Packard et Doyle,
1993]. L’une d’entre elles se révélera particuliérement utile dans les chapitres 2 et 3.

Proposition 1.1.3 Soient M une matrice complexe et A une structure donnée. On a:

pa(M) = pa (M) (1.4)
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Le calcul exact de ua (M) est NP-difficile dans le cas général [Braatz et al., 1994], mais
il existe des algorithmes en temps polynomial permettant de calculer une borne supérieure
avec une bonne précision. On définit pour cela deux ensembles de matrices de scaling:

Dri = {DeC”? D=D*">0:VA€A,DA=AD}

(1.5)
G = {G eCP?P G=G":VAe AGA = A*G}
En utilisant la description (1.2) de la structure A, on montre aisément que:
Dri = {diag(Ds,...,Dp,dily,, ... dgI;,) € C?*P,D; = D} > 0,d; >0} 16)

G = {dz’ag(Gl,...,Gr,Oll,...,Olq) € ([po,Gi = G:}

On introduit alors la borne supérieure de la valeur singuliére structurée pua proposée
par [Fan et al., 1991; Young et al., 1995].

Proposition 1.1.4 (borne supérieure de pua) Soient M une matrice compleze et A
une structure donnée. Soit 3 un scalaire positif. S’il existe des matrices de scaling D € Dy
et G € Gy qui vérifient la relation :

M*DM + j(GM — M*G) < 3*D (1.7)

ou l'une des deux inégalités ci-dessous, avec D=DY2 et G=p"tD12GD1/2:;
DMD-' . <o\~
_ DMD— . <
o << 3 ]G) (I—I— G > ) < 1
~o\"3 ( DT'M*D
_ 2\ 2 . <
O'<([+G) <7ﬁ —|—jG>> <1

ou encore linégalité suivante, avec D =P et G = V*GV, la matrice hermitienne définie
positive P et la matrice unitaire V étant issues de la décomposition polaire D =V P :

G <<I+é:2)_% (% _jé) <1+62)_i) <1 (1.9)

alors pa (M) < 3.

N[

(1.8)

Remarque 1.1.5 Les ensembles des matrices de scaling admissibles D et G associées o
la formulation (1.8) seront désormais notés Dty et Grr.

Remarque 1.1.6 La formulation (1.8) est plus pertinente que la formulation (1.7) en
termes de complexité numérique. C’est d’ailleurs cette approche qui est utilisée par défaut
dans la routine mussv.m de la Robust Control Toolbox pour Matlab [Balas et al., 2007].

D’autres formulations moins conservatives ont été proposées, notamment par [Fu et
Barabanov, 1997|, mais elles sont peu utilisées, car le conservatisme introduit par la pro-
position 1.1.4 est le plus souvent trés raisonnable en pratique |Ferreres, 1999|. L’écart
entre ua(M) et sa borne supérieure est méme nul lorsque 2r + ¢ < 3 [Meinsma et al.,
1997]. II peut néanmoins devenir arbitrairement grand en présence d’incertitudes réelles
répétées [Sznaier et Parrilo, 1999).

Une approche intuitive permettant d’évaluer cet écart consiste a calculer une borne
inférieure de pua (M). [Young et Doyle, 1997] propose un algorithme en temps polynomial,
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qui posséde de bonnes propriétés de convergence en présence d’incertitudes mixtes réelles
et complexes. Dans le cas purement réel, [Ferreres et Biannic, 2001] offre une alternative
intéressante.

Une borne supérieure de pua (M) donne donc une garantie - généralement pessimiste - de

robustesse, alors qu’une borne inférieure fournit une perturbation déstabilisante et permet
de mesurer I’écart avec la borne supérieure.
Remarque 1.1.7 [l existe des méthodes en temps exponentiel permettant d’obtenir des
bornes de ua (M) moins conservatives, proposées notamment par [De Gaston et Safonov,
1988/ pour la borne supérieure et [Dailey, 1990] pour la borne inférieure. Ces deux approches
sont cependant limitées aux incertitudes paramétriques réelles non répétées et ne permettent
généralement pas de considérer un nombre élevé d’incertitudes.

1.1.3 Marge de robustesse

Le théoréme ci-dessous propose une condition nécessaire et suffisante de stabilité ro-
buste en présence d’incertitudes structurées. Il généralise ainsi le théoréme 1.1.1, car il
permet de prendre en compte des informations sur la structure de l'opérateur A(s) grace
a 'utilisation de la valeur singuliére structurée pa introduite au paragraphe 1.1.2.
Théoréme 1.1.8 (théoréme des petits gains, version structurée) Soit M(s) un
systeme linéaire stationnaire stable. L’interconnexion de la figure 1.1 est stable pour toute
incertitude LTI stable A(s) € B(A) si et seulement si:

max jia(M(jw)) <1 (1.10)

La notion de marge de robustesse découle naturellement de cette caractérisation de
la stabilité robuste. Elle correspond a la plus grande valeur de k qui garantit la stabilité
pour tout opérateur A(s) de structure (1.2) vérifiant les contraintes —k < §; < k et
14;()[[o0 < k-

Définition 1.1.9 (marge de robustesse) La marge de robustesse kpq, d’un systéme
linéaire stationnaire stable M(s) est définie par:

1

max pa(M(jw))

(1.11)

kmam =

La stablité de 'interconnezion de la figure 1.1 est donc garantie pour toute incertitude LTI
stable A(s) € kmazB(A).

Le calcul de la marge de robustesse repose directement sur celui de pa. Plus précisément,
la détermination d’une borne supérieure de pa (M (jw)) sur IR fournit une borne inférieure
de la marge de robustesse, et donc une garantie de stabilité robuste.

1.1.4 Performance robuste

Une condition analogue & celle du théoréme 1.1.8 peut étre obtenue afin de caractériser
la performance robuste. On considére maintenant 'interconnexion de la figure 1.2, ou M (s)
représente un systéme linéaire stationnaire stable et A(s) € A une incertitude LTI stable.
Le probléme de performance robuste consiste a calculer la plus grande valeur de la norme
Lo-induite du transfert Tj, _, entre 'entrée de référence y, et la sortie y en présence
d’incertitudes structurées A(s) € B(A), i.e. la plus petite valeur de v telle que:

1Tyr—yllic, = IFu (M(5),A(s)) loo < VA(s) € B(A) (1.12)
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A [-—
—] -
Yr Yy

Figure 1.2 Interconnexion standard pour l’analyse de performance robuste.

On introduit pour cela un opérateur fictif non structuré Ap(s) afin de se ramener a un
probléme de stabilité robuste augmenté. Plus précisément, on applique le théoréme 1.1.1
au systéme F, (M (s),A(s)): interconnexion Fj (Fy, (M(s),A(s)), Ap(s)) est stable pour
tout opérateur Ap(s) € B(C ™*™) si et seulement si ||F, (M(s),A(s)) [loo < 1. En combi-
nant cette condition avec la contrainte d’existence de la LFT F, (M(s),A(s)) pour tout
A(s) € B(A), on obtient finalement le théoréme suivant.

Théoréme 1.1.10 (test de performance robuste) Soit M (s) un systéme linéaire sta-
tionnaire stable. L’interconnexion de la figure 1.2 vérifie :

1Ty —yllic, <1
pour toute incertitude LTI stable A(s) € B(A) si et seulement si:

max ia, (M(jw)) <1 (1.13)

ot Ay représente la structure augmentée :
A, = {diag (A, Ap): A€ A, Ap € C ™™}

Ce résultat permet de déterminer si 'inégalité (1.12) est vérifiée pour v = 1, mais non
de calculer la valeur minimale de «. Pour résoudre le probléme de performance robuste
dans toute sa généralité, on revient momentanément & l'interconnexion de la figure 1.1 et
on scinde le bloc A(s) € A en deux parties A1(s) € Ay et Ag(s) € Agz. On introduit alors
la notion de valeur singuliére structurée dissymétrique [Fan et Tits, 1992], qui pour une
pulsation donnée correspond a l'inverse de la taille de la plus petite perturbation Ay € Ag
qui déstabilise le systéme lorsque A; est maintenue dans la boule unité B(Ay).

Définition 1.1.11 (valeur singuliére structurée dissymétrique va) Soient M une
matrice compleze et A = diag(Aq,A2) une structure donnée. S’il n’existe pas d’incertitude
A = diag(A1,A2) € A avec Ay € B(Aq) qui rend la matrice I — AM singuliére, alors la
valeur singuliére structurée dissymétrique est définie par va (M) = 0. Sinon :

1
)= min {k € IRy : A = diag(A1,kA2), A; € B(A;),det(I — AM) =0}

va(M (1.14)

De la méme maniére que pour la valeur singuliére structurée classique, le calcul exact
de va est NP-difficile, mais il est possible de calculer en temps polynomial une borne
supérieure inspirée de celle de pa .
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Proposition 1.1.12 (borne supérieure de va) Soient M wune matrice complexe et
A = diag(A1,A2) une structure donnée. Soient v un scalaire positif et I, = diag(1y,y*I,).
S’il existe des matrices de scaling D = diag(D1,D3) € Dy et G = diag(G1,G2) € G qui
vérifient la relation :

M*DM + j(GM — M*G) <ZI,D (1.15)
alors va(M) < 7.

Le probléme de performance robuste, qui consiste & reboucler 'interconnexion de la
figure 1.2 par un opérateur fictif non structuré Ap(s) dont on cherche & maximiser la
taille, est donc équivalent & un probléme de valeur singuliére structurée dissymétrique avec
Aq(s) « A(s) et Aa(s) « Ap(s). Le théoréme 1.1.10 peut alors étre généralisé en faisant
intervenir va plutét que pa.

Théoréme 1.1.13 (calcul de performance robuste) Soit M(s) un systéme linéaire
stationnaire stable. L’interconnexion de la figure 1.2 vérifie :

||Tyr—>y||¢c2 <7
pour toute incertitude LTI stable A(s) € B(A) si et seulement si:

max va, (M(jw)) < (1.16)

ot Ay représente la structure augmentée :
A, = {dz’ag (A,AP) A€ A,AP eC mxm}

Dans le cas du probléme de performance robuste présenté ici, les matrices de scaling asso-
ciées au bloc complexe plein Ap sont simplement Dy = I,,, et Go = 0,,.

1.2 Considérations algorithmiques

1.2.1 Un probléme de dimension infinie

Le calcul exact de la valeur singuliére structurée n’étant le plus souvent pas envisa-
geable, on reformule la version structurée du théoréme des petits gains afin de faire inter-
venir la borne supérieure de pa introduite dans la proposition 1.1.4, ce qui conduit a la
condition suffisante de stabilité robuste suivante.

Proposition 1.2.1 Soient M(s) un systéme linéaire stationnaire stable et A une structure
donnée. Soit B un scalaire positif. Si pour toute pulsation w € IR il existe des matrices de
scaling D(w) € Dt et G(w) € Gy telles que :

M (jw) D(w)M (jw) + j(G(w)M (jw) — M*(jw)G(w)) < F*D(w) (1.17)

ou des matrices de scaling D(w) € Dy et G(w) € G telles que :

] ( (mw)M(jw)D(w)‘l . j@<w>) (1+G@7)

[N

5 ) <1 (1.18)

alors mzﬁ}{ pua(M(jw)) < B et Uinterconnezion de la figure 1.1 est stable pour toute incer-
we

titude A(s) € %B(A).
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Le probléme posé par la proposition 1.2.1 consiste & minimiser la valeur de 3 sous la
contrainte LMI (1.17) ou (1.18), qui doit étre vérifiée pour toute pulsation w € R. Il
s’agit d’un probléme d’optimisation convexe en D(w) et G(w), mais présentant une infinité
d’équations et d’inconnues.

Remarque 1.2.2 On peut se contenter de résoudre ce probléme sur IR 1. En effet, D(w)
et G(w) vérifient l'inégalité (1.17) pour une pulsation w € IR 1 donnée si et seulement si
D(w) et —G(w) vérifient cette méme inégalité pour —w.

1.2.2 Meéthodes de résolution

Une technique classique de résolution consiste & calculer une borne supérieure de
pa(M(jw)) sur un maillage fréquentiel, et non sur IR tout entier. Cette méthode est
trés simple mais présente des inconvénients majeurs. Le temps de calcul augmente en effet
proportionnellement & la taille du maillage et peut rapidement devenir prohibitif si I'on
prend en compte un nombre important de fréquences. D’autre part, quelle que soit la finesse
du maillage, rien ne garantit que 1’on ne laisse pas de co6té une fréquence critique correspon-
dant a la valeur maximale de pa (M (jw)). Cette remarque est particuliérement vraie dans
le cas des systémes flexibles, pour lesquels la fonction pa (M (jw)) présente généralement
des pics trés marqués mais néanmoins trés étroits. Il y a donc un risque de surestimer la
marge de robustesse du systéme considéré, ce qui n’est évidemment pas souhaitable.

De nombreux travaux ont été menés pour remédier & ce probléme et éviter une résolu-
tion discontinue sur un maillage. L'une des premiéres idées a été de considérer la pulsation
comme une incertitude réelle répétée, i.e. de travailler avec un bloc d’incertitudes aug-
menté de la forme A = diag(wl,, A), ot n représente I'ordre du systéme M (s) [Sideris,
1992]. Une telle approche se révéle cependant inapplicable dans le cas de systémes d’ordre n
élevé, en raison du nombre important de variables d’optimisation constituant les matrices
de scaling D et G associées au bloc wl,. D’autres approches ont été proposées depuis,
notamment par [Ferreres et Fromion, 1997], qui font appel & la valeur singuliére structurée
dissymétrique, et par [Ly et al., 1998], qui utilisent une approche par multiplieurs.

Plus récemment, |Biannic et Ferreres, 2005] ont mis au point un algorithme efficace,
dont 'idée centrale consiste & calculer des matrices de scaling sous-optimales valables a
deux fréquences différentes, puis & déterminer I’ensemble des fréquences pour lesquelles
ces matrices restent valables. Cela permet d’obtenir & faible colit une borne supérieure de
pa sur un ensemble d’intervalles fréquentiels. Le continuum de fréquences initial est donc
scindé en un ensemble d’intervalles qui sont peu & peu éliminés au fur et & mesure qu'une
borne supérieure de pa est déterminée sur chacun d’entre eux. Le détail de cet algorithme
est donné ci-dessous.

Algorithme 1.2.3

1. Choisir un maillage fréquentiel initial (w;);c, N) de petite taille. Poser Bmaz = 0.

2. Construire 'ensemble d’intervalles T = {Qy = [wk, wi+1), k=1,...,N — 1} associé
au maillage.

3. Sélectionner un intervalle Q, € Z. Calculer un triplet (ﬁk,Dk,Gk) tel que l'inéga-
lité (1.9) soit vérifiée pour M = (M (jwi) + M (jwi41))/2. Augmenter alors la valeur
de By, jusqu’a atteindre une valeur Bk telle que le triplet (Bk,Dk,ék) vérifie l’inéga-
lité (1.9) pour M = M (jwy) et pour M = M (jwg11)-
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4. Si Bk > (1 + €)Bk, ou € > 0 représente une tolérance donnée, ajouter la pulsation
(W + wik+1)/2 au maillage et retourner o l’étape 2. Sinon, réaliser [’opération
Bmaz — max(Bmaz, ﬁk) et passer a l'étape 5.

5. Calculer l'ensemble J des intervalles fréquentiels pour lesquels le triplet (ﬁk,Dk,ék)
vérifie l'inégalité (1.9) en utilisant la technique d’élimination de fréquences détaillée
au paragraphe 1.2.3. Mettre a jour I en supprimant tous les intervalles de J, i.e.
effectuer lopération T «— T J. Si T # O, retourner a l’étape 3. Sinon, interrompre
Ualgorithme.

Cet algorithme est présenté en détail dans [Biannic et Ferreres, 2005; Ferreres et al., 2003
et fait partie intégrante de la Skew Mu Toolbox pour Matlab [Ferreres et Biannic, 2004].
Sa convergence est assurée et il garantit que la borne supérieure B4, de pa obtenue
est bien valable sur IR tout entier: il n’est donc pas possible de passer & coté d’une
fréquence critique.

Une méthode voisine a été proposée par |Lawrence et al., 2000], qui repose quant &
elle sur la détermination de matrices de scaling optimales permettant de calculer la valeur
exacte de la borne supérieure de pa de [Fan et al., 1991], et non une valeur sous-optimale
comme c’est le cas dans |Biannic et Ferreres, 2005]. Cependant, et contrairement a la
technique décrite ci-dessus, une telle approche peut se révéler médiocre d’'un point de
vue numérique. D’autre part, le conservatisme introduit dans l'algorithme 1.2.3 par les
matrices de scaling sous-optimales demeure trés faible si une valeur suffisamment petite de
€ est choisie & ’étape 4, ce qui contribue a en faire une méthode attractive.

1.2.3 Technique d’élimination de fréquences

La pertinence de l'algorithme 1.2.3 repose sur la capacité & déterminer rapidement
a I'étape b I'ensemble des pulsations w pour lesquelles un triplet (ﬁ,lj,é) donné vérifie
I'inégalité (1.9) pour M = M(jw). L'objectif de ce paragraphe est de détailler ce point
précis, qui sera ensuite exploité au chapitre 2.

Soient (A,B,C,D) une représentation d’état de M (s) et wy une pulsation donnée. Soient
D et G des matrices de scaling et # un réel positif qui vérifient l'inégalité (1.9) pour
M = M (jwo). On pose alors:

1
=—R

D
Hy1 Hiyo
wo B

H(wo) = [ Hy1 Hoy

ot R représente le produit de Redheffer (voir annexe), et on définit la matrice H(wp) :

H(um):[ﬁ” 0 ]_[ 0 ﬁng 1 ﬁn]‘l[ﬁm 0 ] 119)

0 H Hfy 0 HYy T 0 Hj
avec .
L o D=Ep-1_ G D=2 o
| ] _faset o) 0 7|[erert o]
Hyy H I Hoy - I
2 0 %D‘l Hoo 0
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Lemme 1.2.4 Soient M(s) un systéme linéaire stationnaire stable et wy une pulsation
donnée. Soit (8,D,G) un triplet vérifiant linégalité (1.9) pour M = M (jwyp). Soient
n,....nq les valeurs propres réelles de la matrice H(wo) définie par la relation (1.19).
Pour toute pulsation w € R, il existe i € [1,p] tel que:

> - 1

_1 /7 CNP-1 _
- DM D A .
o | (1+62) DMG)D™ _ e, (1+¢2)
p
si et seulement si il existe j € [1,q] tel que w = ©; = wy + %

L’ensemble J des intervalles fréquentiels pour lesquels un triplet (ﬂ,f),é) donné vérifie
I'inégalité (1.9) peut donc étre déterminé de la maniére suivante :

1. Initialiser J = @.

2. Calculer les pulsations critiques positives w; définies par le lemme 1.2.4 et les classer
par ordre croissant. Poser wy = 0 et Wyq1 = +00.

=

3. Pour chaque valeur de j € [0,¢], choisir une pulsation quelconque w; € [W;,w;11].
D’aprés le lemme 1.2.4, si I'inégalité (1.9) est satisfaite en w;, alors elle I'est également
en tout point de [@;,w;41]. Dans ce cas, ajouter I'intervalle [@;, w;41] & 'ensemble J.

Cette approche utilise la formulation @ de la borne supérieure de pa. Il est également
possible de calculer les pulsations critiques a I'aide de la méthode de [Parrilo, 1999 qui
s’appuie quant & elle sur la formulation LMI de la borne supérieure de pa.

1.3 Eléments de p-synthése

1.3.1 Un probléme non-convexe

La p-synthése est une généralisation de la syntése Hy, au cas ol 'opérateur A(s) est
structuré. Le probléme standard de p-synthése peut s’énoncer de la maniére suivante:
étant donnée l'interconnexion de la figure 1.3, déterminer un correcteur K (s) qui stabilise
le systéme en boucle ouverte P(s) en présence d’incertitudes structurées A(s) € B(A).

g > —
W | Po ]
K(s)

Figure 1.3 Interconnexion standard pour la synthése robuste.
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D’aprés le théoréme 1.1.8, la stabilité de la boucle fermée est garantie pour tout opé-
rateur A(s) € B(A) si et seulement si K (s) vérifie:

max pa(F; (P(s),K(s))) <1

welR

Comme dans le cas de I'analyse de robustesse, on remplace pa par sa borne supérieure, ce
qui conduit a la condition suffisante suivante :

ma min 7 <<D(w)}"l (P(jw),K (jw)) D(w)~! — jG(w)) (1 + é(w)2>_%> <1 (1.20)
G(w)eGrr

1.3.2 Résolution par (D,G) — K itération

La condition (1.20) n’est pas convexe et il n’existe pas d’algorithme permettant de
vérifier directement si elle est satisfaite. Cependant, la convexité est restaurée dés que 'on
fixe le correcteur K (s) ou les matrices de scaling D(w) et G(w), ce qui suggére une résolution
itérative. Cette heuristique a été proposée par [Doyle, 1985] dans le cas d’incertitudes
complexes sous le nom de D — K itération.

Algorithme 1.3.1 (D — K itération)
1. Initialiser Ualgorithme par D(s) = I.

2. Intégrer la fonction D(s) dans le systéme P(s) pour obtenir le systéme augmenté :

nags) = [ P8 9 e [ P99

et résoudre en K(s) le probléme Ho, suivant:

Ilg(l;ﬂ) [ F1(Fa(s),K(8))lloo

3. Fizer K(s) et résoudre en D sur un maillage fréquentiel (wi)iep, N) les problemes

converes :
min 7 (DF(P(jwi) K (jwi)) D)
DeDTy
Soient D1, ..., Dy les valeurs optimales ainsi obtenues. Construire une fonction ra-

tionnelle D(s) qui interpole les D; sur le maillage.

4. Répéter les étapes 2 et 3 jusqu’a convergence.

Soit ap la valeur optimale obtenue par cet algorithme. Si gy < 1, le correcteur K(s)
calculé répond aux exigences de stabilité robuste. Dans le cas contraire, il n’est pas possible
de conclure quant & la faisabilité du probléme.

L’algorithme 1.3.1 a été généralisé en (D,G)— K itération afin de prendre en compte des
incertitudes réelles par [Young, 1996]. Une alternative & la (D,G)— K itération est proposée
au chapitre 3, ainsi qu'une discussion sur les avantages et inconvénients de chacune des
deux approches.
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1.4 Au-dela de la p-analyse

1.4.1 Stabilité robuste en présence d’incertitudes LTV

La p-analyse est reconnue comme un outil efficace d’analyse de robustesse, mais son
domaine d’application reste limité car elle ne permet de prendre en compte que des in-
certitudes LTI. Cependant, de nombreux problémes pratiques nécessitent de considérer
également des incertitudes LTV :

e pour représenter des paramétres variants: évolution de la masse et du centrage d’un

aéronef lors du largage d’une charge, ou de ’angle d’incidence et du nombre de Mach
lors de la modification du point de vol (voir chapitres 2 et 3),
e pour modéliser des non-linéarités: représentation de saturations ou de zones mortes
par des gains équivalents (voir chapitre 8).
L’extension des techniques de p-analyse aux incertitudes LTV a donc été logiquement étu-
diée, et des conditions nécessaires et suffisantes de stabilité robuste peuvent étre énoncées.
On revient pour cela a l'interconnexion de la figure 1.1. M(s) désigne toujours un systéme
linéaire stationnaire stable, mais est maintenant soumis a des incertitudes structurées LTV,
i.e. rebouclé par un opérateur :
. p P
A: RixLy; — L (1.21)
(t,z) — w
qui vérifie A(t,e) € AVt e R .

Notation: On écrira indifféremment A(t) pour désigner ['opérateur LTV structuré
ARy x LY — L8 ou sa représentation matricielle A(t,s) € A a linstant t.

En suivant la méme démarche que dans le cas LTI, la robustesse d'un systéme en
présence d’incertitudes LTV est alors évaluée en optimisant des matrices de scaling. On
définit pour cela deux nouveaux ensembles :

Dyy = {DeRP? D=D">0:YAe A DA=AD}

1.22
Gy = {GGj]Rpo,G:G*:VAGA,GA:A*G} ( )

que 'on peut également exprimer sous la forme:
Drv = {diag(Ds,....Dp,dily,,... dg,,) € RP*P,D; = DI > 0,d; > 0} (123

Grv = {diag(Gi,...,Gr,0p,....0,) € jJRPP,G; = G}

et qui permettent de formuler des conditions de stabilité robuste [Shamma, 1994; Meinsma
et al., 2000].

Proposition 1.4.1 Soient M(s) un systéme linéaire stationnaire stable et A une structure
donnée. L’interconnexion de la figure 1.1 est stable pour toute incertitude A(t) € B(A) si
et seulement si il existe des matrices de scaling D € Doy et G € Gy telles que pour
toute pulsation w € IR :

M*(jw) DM (juw) + j(GM (jw) — M*(jw)G) < D (1.24)

ou des matrices de scaling De f)TV et G € GTV telles que pour toute pulsation w € IR :

o <<DM(jw)D_1 —jé) <I + 62)_%> <1 (1.25)
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Remarque 1.4.2 Les ensembles f)TV et GTV sont définis a partir des ensembles Dy
et Grv de la méme maniére qu’au paragraphe 1.1.2.

Remarque 1.4.3 Comme dans le cas LTI, on peut se contenter de résoudre ce probleme
sur R 4. En effet, les matrices D et G vérifient l'inégalité (1.24) pour une pulsation
w € R4 donnée si et seulement si elles vérifient cette méme inégalité pour —w. A par-
tir de maintenant, on se limitera donc toujours a w € IR 1, et ce quelles que soient les
incertitudes considérées.

La caractérisation de la proposition 1.4.1 est similaire & celle de la proposition 1.2.1, mais
présente toutefois deux différences majeures:

e Les matrices de scaling ne dépendent pas de la fréquence et restent donc constantes
sur R tout entier. De plus, leurs domaines de définition sont réduits par rapport au
cas LTI, puisque D est réelle et G imaginaire pure.

e Les conditions (1.24) et (1.25) sont non seulement suffisantes, mais également né-
cessaires, et ce quel que soit le nombre de blocs qui constituent la structure des
incertitudes LTV. Ce résultat contraste avec le cas LTI, dans lequel les conditions de
stabilité (1.17) et (1.18) deviennent conservatives dés que la structure (1.2) vérifie
2r +q > 3.

D’autres conditions ont également été proposées, notamment par [Megretski et Treil, 1993).

Remarque 1.4.4 Lors de la définition de l'opérateur A(t), aucune hypothése n’est faire
sur la vitesse de variation des incertitudes, ce qui signifie que [’on évalue ici la robustesse
du systeme M(s) en présence d’incertitudes a variations arbitrairement rapides. Le cas
des incertitudes LTV a vitesse de variation bornée a également fait ’objet de nombreuses
études [Poolla et Tikku, 1995; Chou et Tits, 1995; Jonsson et Rantzer, 1996/ mais n’est
pas détaillé ici.

1.4.2 Vers la prise en compte d’incertitudes mixtes LTI/LTV

La similitude entre les propositions 1.2.1 et 1.4.1 suggére de combiner les deux classes
de matrices de scaling afin d’évaluer la marge de robustesse d’un systéme soumis & des
incertitudes mixtes LTI/LTV. Dans ce cas, le bloc A de la figure 1.1 s’écrit sous la
forme A = diag(Arr(s),Ary(t)). On note respectivement Apy et Apy les structures
correspondant aux incertitudes LTI et LTV, i.e. Aps(s) € Arr et Apy(t) € Apy.
Les matrices de scaling associées a cette structure A = diag(Ar1,Aryv) sont alors de
la forme D(w) = diag(Drr(w),Dry) € D avec Drr(w) € D pour toute pulsation
w € R, Dry € Dyy et D = diag(Dr1,Drv). Les matrices G(w) sont définies de la
meéme maniére.

Cette approche est intuitive mais se heurte & d’importantes difficultés d’ordre al-
gorithmique et il existe peu de méthodes permettant la détermination pratique d’une
marge de robustesse pour un systéme soumis a des incertitudes mixtes LTT/LTV. La plu-
part d’entre elles proposent une résolution sur un maillage fréquentiel [Lind et al., 1995;
Sparks et al., 1996; Paganini, 1996|, mais les arguments avancés au paragraphe 1.2.1
montrent qu’elles ne peuvent pas apporter une solution satisfaisante. L’approche de [Bian-
nic et Ferreres, 2005] est quant & elle pertinente dans le cas LTI mais n’est pas applicable
dans le cas mixte LTI/LTV, car elle nécessite de pouvoir déterminer les matrices de scaling
indépendamment & chaque fréquence, ce qui n’est plus possible ici en raison des matrices
de scaling constantes associées aux incertitudes LTV.
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Conclusion

La p-analyse est aujourd’hui une technique bien mature et il existe des algorithmes
performants qui ont démontré leur efficacité sur des applications réalistes. La généralisation
de cette approche aux systémes soumis a des incertitudes mixtes LTT/LTV est quant a elle
plus contrastée: si les travaux théoriques portant sur 'obtention de conditions de stabilité
robuste ont été menés & terme, il n’en est pas de méme sur le plan pratique. En effet, il
n’existe pas de méthode permettant de calculer une marge de stabilité robuste en présence
d’incertitudes mixtes LTI/LTV aussi efficacement que dans le cas purement LTI. Dans ce
contexte, la premiére contribution des travaux de thése consiste & apporter une solution a
ce probléme :

e le chapitre 2 propose une approche fréquentielle qui exploite la technique d’élimi-
nation de fréquences détaillée au paragraphe 1.2.3 et généralise en quelque sorte
I'approche de [Biannic et Ferreres, 2005],

e le chapitre 3 propose une approche état fondée sur la notion de semi-positivité réelle
qui exploite une formulation généralisée du lemme positif réel.

Lorsque cela est possible, ces deux approches sont généralisées aux problématiques de
synthése de correcteur et de précommande robustes.

Notations
LFT Transformation Fractionnaire Linéaire
LMI Inégalité Matricielle Linéaire
LTI Linéaire Invariant dans le Temps
LTV Linéaire Variant dans le Temps
R Ensemble des nombres réels
R Ensemble des nombres réels positifs
R ™™ Ensemble des matrices réelles de taille m x n
C Ensemble des nombres complexes
cmxn Ensemble des matrices complexes de taille m x n
I Matrice identité de taille m x m
O Matrice nulle de taille m x m
o(M) Plus grande valeur singuliére de la matrice M
M Conjuguée de la matrice M
MT Transposée de la matrice M
M* Transconjuguée de la matrice M
Fu(M,N) LFT supérieure (voir annexe)
Fi(M,N) LFT inférieure (voir annexe)
R(M,N) Produit de Redheffer (voir annexe)
ch Ensemble des signaux d’énergie finie de dimension p
0i, A Incertitude paramétrique, bloc complexe plein
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Chapitre 2

UNE APPROCHE FREQUENTIELLE POUR
I’ANALYSE DE ROBUSTESSE LTI/LTV

Résumeé : Une approche fréquentielle est proposée pour analyser la robustesse d’un sys-
téme soumis a des incertitudes mixtes LTI et LTV & variations arbitrairement rapides. Un
algorithme permettant de calculer le minimum global de ce probléme d’optimisation de di-
mension infinie est proposé et sa convergence est démontrée. Une technique sous-optimale
mais plus attractive du point de vue de la complexité numérique est également présentée.
Enfin, la méthode est généralisée en vue de la synthése d’une précommande robuste et son

application 4 un modéle de missile se révéle concluante.

Mots clés: élimination de fréquences, approche fréquentielle, analyse de robustesse,
synthése de précommande robuste, incertitudes mixtes LTT/LTV, optimisation convexe.
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Disposer d’outils pour analyser la robustesse d'un systéme soumis & des incertitudes
mixtes LTT/LTV présente un intérét pratique considérable. Cela permet en effet d’étudier
toute une gamme de systémes non-linéaires dont les non-linéarités peuvent étre modélisées
par des paramétres variant dans le temps (voir chapitre 8). Le probléme qui en résulte est
cependant plus difficile & résoudre que dans le cas LTI : les matrices de scaling constantes
associées aux incertitudes LTV ne permettent en effet plus de résoudre le probléme indé-
pendamment & chaque fréquence, comme c’est généralement le cas en p-analyse.

La principale contribution de ce chapitre est de proposer une approche pratique pour
analyser les propriétés de robustesse d’un systéme soumis a des incertitudes mixtes LTI
et LTV & variations arbitrairement rapides. Pour cela, un premier algorithme est intro-
duit, qui consiste a résoudre ce probléme de dimension infinie sur un maillage fréquentiel
a laide d’un solveur LMI, puis & valider le résultat obtenu sur IR 4 tout entier en utili-
sant une technique d’élimination de fréquences [Biannic et Ferreres, 2005; Ferreres et al.,
2003]. 11 est ainsi possible de déterminer une marge de robustesse ou un niveau de per-
formance fiable sans risquer de manquer une fréquence critique, et ce méme dans le cas
d’un systéme flexible.

Cette optimisation LMI peut cependant se révéler trés cotiteuse en temps de calcul
car le nombre de variables augmente rapidement avec la taille du maillage. Une solution
sous-optimale mais bien plus attractive du point de vue de la complexité numérique est
alors proposée. Elle consiste & déterminer les matrices de scaling fréquentielles Dpr(w) et
Grr(w) associées aux incertitudes LTI indépendamment en chaque point du maillage en
utilisant la formulation & de la borne supérieure de pa [Fan et al., 1991; Young et al., 1995],
puis & calculer les matrices de scaling constantes Dpy et Gy associées aux incertitudes
LTV a l'aide de la formulation LMI de cette méme borne.

Ces résultats d’analyse sont ensuite adaptés afin d’obtenir une formulation convexe du
probléme de synthése de précommande robuste [Giusto et Paganini, 1999] et de pouvoir
appliquer efficacement les algorithmes précédents. Dans une large mesure, 'ordre ny et
la structure de la précommande H(s) obtenue peuvent étre choisis librement. La seule
contrainte est de poser H(s) = Y 17 0;H;(s), ou les filtres H;(s) sont fixés, tandis que
les 6; désignent les parameétres d’optimisation.

Les différents algorithmes proposés sont finalement mis en ceuvre sur un modéle réa-
liste de missile. Les propriétés de robustesse sont évaluées et une précommande robuste
est synthétisée en considérant successivement un continuum de modéles LTI et un mo-
déle quasi-LPV, tous deux représentatifs du modéle non-linéaire initial. Les résultats sont
concluants, et permettent notamment de mettre en évidence le faible conservatisme de
I’approche sous-optimale ainsi que le gain offert par une utilisation combinée des deux
algorithmes en termes de temps de calcul.

Le chapitre est organisé de la maniére suivante. Le probléme d’analyse de robustesse
LTI/LTV considéré est énoncé au paragraphe 2.1 et approche fréquentielle permettant
de le résoudre est exposée. L’extension de la méthode & la synthése de précommande
robuste est alors détaillée au paragraphe 2.2. Le paragraphe 2.3 est finalement consacré a
la validation de la méthode sur le modéle de missile.

Note importante: Ce chapitre est volontairement centré sur les résultats obtenus au
cours de la thése. Le contexte, la description des problémes considérés, ainsi que les résultats
classiques que 'on peut trouver dans la littérature ne sont rappelés que trés briévement.
Une introduction a l'analyse de robustesse en général, et a4 la p-analyse en particulier,
est proposée au chapitre 1. Elle constitue pour le lecteur qui n’est pas familier de ces
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techniques un bon préalable 4 la lecture du présent chapitre. Il en est de méme des prérequis
mathématiques et autres lemmes techniques, qui sont détaillés en annexe.

2.1 Performance robuste en présence d’incertitudes LTI/LTV

Les paragraphes 2.1.1 & 2.1.5 sont consacrés au probléme de performance robuste. Plu-
sieurs algorithmes permettant de calculer le minimum global de ce probléme d’optimisation
de dimension infinie sont proposés. L’adaptation de la méthode a la détermination d’une
marge de stabilité robuste est quant a elle détaillée au paragraphe 2.1.6.

2.1.1 Un probléme de dimension infinie

On considére U'interconnexion de la figure 2.1 (b), ot M(s) représente un systéme li-
néaire stationnaire stable. Le probléme de performance robuste consiste 4 minimiser la
norme Lo-induite du transfert T;, _,, entre l'entrée de référence y, et la sortie y en pré-
sence d’incertitudes structurées A = diag(Arr(s),Arv(t)) € A, ot Arr(s) € Aqy et
A7y (t) € Ay contiennent respectivement des incertitudes LTT et LTV a variations arbi-

trairement rapides. On cherche donc & déterminer la plus petite valeur de ~ telle que:
1Ty, —yllic, <v VA € B(A) (2.1)

ot B(A) représente la boule unité des incertitudes de structure A (voir chapitre 1).

A = AN B
> M(s) Wl M(s) *
w z - -
Yr Y
(a) (b)

Figure 2.1 Interconnexions pour l'analyse de stabilité (a) et de performance (b) robustes.

Notations : L’ordre du systéme M (s) est noté n, et les transferts T, ., et Ty,—.. sont
respectivement de taille m x m et p x p. De plus, Apy C CPI*PI et Apy C CPV*PV | (e
sorte que p = pr + py .-

La proposition ci-dessous fournit alors une condition suffisante pour que l'inégalité (2.1)
soit satisfaite.

Proposition 2.1.1 Soient M(s) un systéme linéaire stationnaire stable et A une struc-
ture donnée. Soit v un scalaire positif. Si pour toute pulsation w € IR 4+ il existe des ma-
trices de scaling D(w) = diag(Drr(w),Drv,Iy) et G(w) = diag(Grr(w),Grv,0m) avec
DT](W) € D71, Dry € Dpv, GTI(CU) € Gy et Gpy € Gy telles que:

M (jw)D(w) My () + §(G(w) M, (jw) — M7 (jw)G(w)) < D(w) (2.2)

avec M, (jw)= [ %’ ’Y_(l)[ }M(jw), alors || Ty, —yll;., < v pour tout opérateur A € B(A).
m
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Remarque 2.1.2 La définition précise des ensembles de matrices de scaling Dry, Drv,
Gr1 et Gov associés a la structure d’incertitude A est présentée au chapitre 1.

Le probléme d’optimisation de la proposition 2.1.1 est convexe mais présente une infinité
d’équations et d’inconnues. On note 7y la valeur minimale de  qui vérifie I'inégalité (2.2)
pour tout pulsation w € R 4.

2.1.2 Calcul d’un niveau de performance

La méthode proposée par |Biannic et Ferreres, 2005] permet de résoudre de maniére
efficace ce probléme de performance robuste lorsque ’on ne considére que des incertitudes
LTI, mais elle n’est pas applicable dans le cas mixte LTI/LTV. Elle nécessite en effet de
pouvoir calculer des matrices de scaling indépendamment & chaque fréquence, ce qui n’est
plus possible ici en raison des matrices D7y et Gpy associées aux incertitudes LTV qui
doivent étre constantes sur IR ;. Au vu de cette difficulté, on peut envisager deux approches
afin de calculer la valeur de v :

e aborder directement le probléme de la proposition 2.1.1 dans le domaine fréquentiel
malgré sa dimension infinie et la difficulté liée aux matrices Dy et Gy,

e se ramener & une caratérisation d’état de dimension finie en utilisant de facon judi-
cieuse une formulation généralisée du lemme KYP.

On se concentre ici sur la premiére approche, la seconde étant présentée en détail
dans le chapitre 3. Plus précisément, la méthode proposée repose sur la résolution d’un
probléme de dimension finie sur un maillage fréquentiel, comme c’est généralement le cas
en p-analyse. La différence réside dans la nécessité de regrouper en une unique LMI les
contraintes (2.2) évaluées en chaque point du maillage, de maniére a prendre en compte le
caractére constant des matrices de scaling Dpy et Gpy.

L’application directe d’un tel algorithme n’est cependant pas satisfaisante. En effet,
seule une borne inférieure de ~y,,; est obtenue car le probléme est moins contraint sur le
maillage que sur IR 4. De plus, il n’est pas possible de garantir que ’on ne manque pas une
fréquence critique. Enfin, la complexité numérique devient rapidement dissuasive si l'on
choisit un maillage trop fin.

Lefficacité de la méthode de [Biannic et Ferreres, 2005] repose sur la technique d’élimi-
nation de fréquences présentée au paragraphe 1.2.3. Dans le cas mixte LTI/LTV considéré
ici, 'idée consiste a reformuler le probléme afin qu’il devienne compatible avec 'utilisation
de cette technique. On introduit dans ce contexte I’algorithme suivant, qui permet de cal-
culer le minimum global v,,; du probléme d’optimisation de la proposition 2.1.1 avec le
degré de précision souhaité.

Algorithme 2.1.3 (calcul d’un niveau de performance - méthode optimale)

1. Choisir un maillage fréquentiel initial (w;);ep, N) de petite taille.

2. Résoudre le probléme d’optimisation de la proposition 2.1.1 sur le maillage, i.e. mi-
nimiser -y sous la contrainte (2.2) par rapport aux matrices de scaling fréquentielles
Dri(wi), Grr(w;) et auzr matrices de scaling constantes Dry,Gry. Soit yrpn la
valeur obtenue.

3. Poser v = (1+¢€)yLB N, ot € > 0 représente la précision souhaitée. Pour les valeurs
de Dpy et Gpy calculées a U'étape 2, vérifier si l'inégalité (2.2) est satisfaite pour
toute pulsation w € IR 4 a aide de la technique d’élimination de fréquences décrite
au paragraphe 1.2.3. Si tel est le cas, interrompre ’algorithme, car v est une borne
supérieure de Yopr et lécart avec la borne inférieure yrp,N est inférieur a €. Sinon,
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déterminer une pulsation @ pour laquelle l'inégalité (2.2) n’est pas vérifiée. Ajouter
@ au maillage et retourner a ’étape 2.

Tous les inconvénients liés & une résolution classique sur un maillage sont ainsi levés:
e on obtient un encadrement de v,,; et pas seulement une borne inférieure,
e l'utilisation de la technique d’élimination de fréquences permet de garantir que ’on
ne manque pas une fréquence critique,
e l'algorithme 2.1.3 permet dans une certaine mesure de minimiser la taille du maillage
fréquentiel et donc de maitriser le temps de calcul.

Remarque 2.1.4 Un parameétre o > 0 est également introduit afin de reldcher les contrain-
tes entre les phases d’optimisation et de validation qui sont réalisées respectivement pour
A€ (14+a)B(A) et A € B(A) Cela permet de garantir la convergence de [’algorithme et
de réduire le nombre d’itérations (voir paragraphe 2.1.3).

2.1.3 Validation a ’aide d’une technique d’élimination de fréquences

L’étape 2 de I’algorithme 2.1.3 consiste & minimiser un objectif linéaire sous des contrain-
tes elles-mémes linéaires, ce qui peut étre réalisé aisément a I’aide d’un solveur LMI [Balas
et al., 2007]. Une fois cette optimisation terminée, on sait qu'’il existe des matrices Dy (wy)
et Gry(w;i) qui vérifient I'inégalité (2.2) en chaque point du maillage fréquentiel (w;)ic1, n
pour v = vrB,N. Les matrices Dry et Gy étant fixées, le probléme posé a 'é¢tape 3
consiste alors a vérifier s’il existe des matrices Dyy(w) et Grr(w) qui vérifient cette méme
inégalité sur IR 4 tout entier et pour v = (1 + €)yrp,n. L'objectif de ce paragraphe est de
détailler comment ce probléme peut étre reformulé afin d’étre résolu efficacement a ’aide
de la technique d’élimination de fréquences.

Proposition 2.1.5 Soient I~JTV = D;/g € f)Tv et GTV = D;%/zGTVD;%/z € GTV, Soit :

I 0 0 I 0 0
F(jw) = 0 Dry 0 | My(jw)| 0 Dz 0 | —
0 0 I 0 0 I
0 0 0 I 0 0
j| 0 Gry 0 0 (I+G%,)"2 0
0 0 0 0 0 I

Les deuz probléemes suivants sont équivalents :

1. Eziste-t-il Yw € Ry des matrices Dpr(w) € Dpr et Gpr(w) € Gor qui vérifient
Vinégalité (2.2) avec D(w) = diag(Drr(w),Drv,Im), G(w) = diag(Grr(w),Grv,0m)
ety=(1+e)yLenN?

2. Existe-t-il Vw € IR 1 des matrices DTI(w) € Dy et GTI(W) € G telles que :

o ((ﬁTI(w)F(jw)ﬁ;} (w) — ngI(w)) (1 n C~¥2T1(w)> _é> <1 (2.3)

est vérifiée avec Drr(w) = diag(Drr(w), Iy, Im), Gr1(w) = diag(Gri(w),0py ,0m) et
vy=14€yLnN?
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Preuve: D’aprés les résultats établis au chapitre 1, il existe des matrices D(w) et G(w)
qui vérifient Pinégalité (2.2) si et seulement si il existe des matrices D(w) = DV2(w) et

G(w) = D V2(w)G(w)D~ 2 (w) telles que:
= ((ﬁ(w)My(jw)ﬁ‘l(w) ~3G(w) (1+ G%))_%) <1
1l suffit alors de remarquer que:
(Bl My (Ge)D1(@) — 6(w)) (1+6w) =

(Bri(@)F(w)Dri () — 16r1(@)) (T+G31(w)) .

[NIES

Le second probléme énoncé dans la proposition 2.1.5 revient & vérifier si:

max pia, (F(jo)) < 1
WER+

ou la structure A, est définie par:
Ao = {dmg (Arr,A) : Apr € Arp, A € € (pV+m)><(Pv+m)}

On peut alors appliquer directement la technique d’élimination de fréquences en remplagant
la valeur exacte de pa, par la borne supérieure de [Fan et al., 1991; Young et al., 1995],
ce qui conduit a l'algorithme ci-dessous.

1. Poser 7=1R ;.

2. Choisir une pulsation wg € Z.

3. Si la borne supérieure de pa,(F(jwp)) est supérieure a 1, interrompre ’algorithme,
car @ = wy est une pulsation critique pour laquelle le test (2.3) n’est pas vérifié.
Sinon, appliquer la technique d’élimination de fréquences du paragraphe 1.2.3 afin de
déterminer 'ensemble 7 des intervalles pour lesquels les matrices de scaling Dy 1(wo)
et Grr(wo) calculées a la pulsation wy vérifient 1'inégalité (2.3). Effectuer I'opération
T—I~NJ.S1T# >, retourner a I'étape 2. Sinon, interrompre ’algorithme.

L’idée est donc d’éliminer ’ensemble du domaine fréquentiel IR 4 en ne considérant qu’un
nombre réduit de pulsations wy.

2.1.4 Convergence de ’algorithme

L’objectif de ce paragraphe est de montrer que si le maillage fréquentiel est suffisamment
fin, la validation par élimination de fréquences est nécessairement couronnée de succés, i.e.
I'inégalité (2.2) est satisfaite pour toute pulsation w € IR 4 avec v = (1 + €)yrp,n. Il est
alors possible de prouver que I'algorithme 2.1.3 converge en un nombre fini d’itérations en
suivant la méme démarche que dans |[Ferreres et Puyou, 2005]. Cette deuxiéme étape n’est
pas détaillée ici.

Cas des matrices de scaling D

Pour une meilleure lisibilité, la convergence de 'algorithme 2.1.3 est d’abord prouvée
dans le cas ou G = 0. Le résultat principal est énoncé ci-dessous.

Contribution a la commande des systémes saturés en présence d’incertitudes et de variations paramétriques



2.1 PERFORMANCE ROBUSTE EN PRESENCE D’INCERTITUDES LTI/LTV 35

Proposition 2.1.6 Soit l’interconnexion de la figure 2.1 (b) avec :

1+ o), 0

Mrals) = | VS

M(s)
Soit (wi)ien,n) un maillage fréquentiel de l'intervalle [0, @] avec wy =0 et wy = ©. Soient
D(w;) des matrices de scaling telles que pour tout i € [1,N] :

M7, o (Gwi)D(wi) My, 5 a(jwi) < D(wi) (2.4)

YLB,™

avec dil < D(w;) < daol. Soient v = (1 + €)yrp et 0 < v < min(e,a). Soit p le degré de
stabilité de M., o(s), i.e. la partie réelle de chaque pole s; de M o(s) vérifie R(s;) < —p.
Soit L un réel positif tel que :

sup  7(My(s)) < L

R(s)>—p
Si le maillage fréquentiel vérifie :
2¢p dy v
gyl = e e S g Ty
alors pour tout i € [2,N — 1], l'inégalité :
70(w)D(wi) My o(jw) < D(wi) (2.5)

est satisfaite pour toute pulsation w € [wi—1, wit1].

La condition 4 — &2 > 0 peut étre garantie en choisissant une valeur suffisamment
petite de v. Sous les hypothéses de la proposition 2.1.6, on peut donc trouver pour toute
pulsation w une matrice de scaling D(w) telle que M (jw)D(w)M,(jw) < D(w), ce qui
signifie que la validation par élimination de fréquences s’est terminée avec succes et que vy
est un niveau de performance garanti. Pour démontrer ce résultat, on utilise une formulation
7 plutdt qu'une formulation LMI (voir chapitre 1). Plus précisément, on montre pour une
valeur donnée de ¢ que si 'inégalité:

E(ﬁ(wi)MvLB,a(jwi)ﬁ_l(Wi)) <1 (2.6)
est vérifiée avec D(w;) = DY?(w;), alors (D (w;) My 0(jw)D™Hw;)) < 1 Yw € [wi—1, Wit1).

Lemme 2.1.7 Si l’inégalité (2.6) est vérifiée, alors :

7 (D(wi) My (jwi) D™ (wi)) < <1

1+v

Preuve: En raison de la structure diagonale par blocs de ﬁ(wi), on a:

1+v
~ . ~_ = 1 . <
(L +v)D(w) Mo (i)D" (@) = Dlw) | T || Mypa(e)D™ (@)
0 1
1+e
1+v
1 = N
= o 14+v D(wi) My, p,a(jwi)D 1(“@')
0 I
1+e€
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D’apreés la définition de v, la relation (2.6) implique que:

(1 +v)D(wi) My 0 (jwi) D™ (i) <

1+ I/I 0
A B D G IO VRN 0 R P S
0 I
1+e€

Lemme 2.1.8 Soit J(s) une matrice de transfert telle que J(jw;) = 0. Soit p le degré de

stabilité de J(s). Soit N un réel positif tel que sup o(J(s)) < N. On a:
R(s)>—p

sp F(I(w) < et

< ——=N
w€[w;—9, w;+4] \/ 4/)2 + 62

Soit J(s) = D(w;) My 0(s)D~ 1 (wi) — D(wi) My 0 (jwi) D™ (w;), de telle sorte que J(jw;) = 0.
Soit Aw = max lwk, — wk—1]. On a:

(2.7)

sup o(J(j (2.8)

(jw)) < 28w /@L
we[uﬁfl, u)i+1} o \/ 4p2 + Aw2 dl

Preuve: La premiére partie du lemme s’appuie sur la théorie de Nevanlinna-Pick et est
extraite de [Ferreres et Puyou, 2005]. D’autre part, si R(s) > —p, on a:

7)) < T )M ols)D ™ (w4)) + T D) My o)D) < 272 2 1

- . - - (D
a(D(wi))
. . do
La relation (2.8) est alors obtenue en appliquant (2.7) avec N = 2 d_L etd=Aw. N
1

Preuve de la proposition 2.1.6 : En notant que 5(A) < 5(A—B)+37(B) et en appliquant
les lemmes 2.1.7 et 2.1.8, on a pour toute pulsation w € [w;_1, wi+1]:

7(D(wi) My0(jw)D ™ (wi)) <7
avec :
2A /d 1
VA + Aw? V di l+v

1n = 1 correspond a:

26 B ﬂ v
Aw—i\/m avec 5—\/;27L(1+V) ]

Cas des matrices de scaling D et G

On considére maintenant le cas ot G # 0. Afin de ne pas alourdir le manuscrit, seule
la généralisation du lemme 2.1.7, qui représente 1’élément central de la démonstration, est
présentée. Pour cela, on réécrit au préalable I'inégalité :

M3, o (Gwi) D(wi) My, o (jwi) + 5 (G(wi) My, g o (Jwi) = M, o (jwi)G(wi)) < D(w;)
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sous la forme:
= ((ﬁ(wi)Mm,a(jwi)@—l(wi) — G(w)) (T+ G w) _2> <1 (2.9)
avec D(w;) = DY2(w;) et G(w;) = D~Y2(w)G(wi) D2 (wi).

Lemme 2.1.9 Si linégalité (2.9) est vérifiée avec D(w;) > diI et 7(G(w;)) < g, alors:

-1 5 _ (1+a)7', 0
avec D(w;) = ST D(w;), G(wi) = SG(w;) et S [ 0 (1401,
Preuve: A l'aide de la relation M, o(s) = S M,, ; «(s), I'inégalité (2.9) peut étre réécrite

sous la forme:

D(w;) (2.10)

avec D(w;) = S72D(w;), G(w;) = G(w;)S™ " et:
Alwi) = My o (jwi) D(wi) My o(jwi) + 7 (G(wi) My (jws) — M o(jwi)G (wi))

On pose alors 1/(1 4 v)? = €2 — 12, de telle sorte que ¢ > 1/(14v), et on suppose de plus
que ¢ < 1. L’inégalité (2.10) implique alors que:

A(w;) — E2D(w;) < —p*D(w;) < —pPdi(1 4+ )1

D’autre part, avec D(w;) = D2 (w;) et G(w;) = D™ Y2(w;)G(w;)D~Y2(w;), on a:
7 (Pl oiand () - i) (1+6%w) ") <6 @

si et seulement si A(w;)—&2D(w;) < —(1—€2)B(w;) avec B(w;) = G(w;)D™Hw;)G(w;) < ﬁI
car D(w;) > diI et T(G(w;)) < g. Ainsi, A(w;) — E2D(w;) < —(1 — {2)2—2 I implique que
I'inégalité (2.11) est vérifiée car:

2

Alw;) — ED(w;) < —(1 — 5%2—11 < —(1 - )B(w)

Par conséquent, (2.10) implique (2.11) lorsque l'on choisit p2d;(1 + v)? = (1 — £2)g%/d;.

Comme 1/(1 + )% + p? = €2, on obtient finalement :
1+g%/d? -

(1+v)?+g%/d?

52_
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2.1.5 Reésolution sous-optimale

L’optimisation LMI réalisée a I’étape 2 de 'algorithme 2.1.3 peut se révéler trés cotiteuse
en termes de temps de calcul. Le nombre de variables augmente en effet avec la taille du
maillage en raison des matrices de scaling fréquentielles Dpr(w;) et Gpr(w;). De plus, la
présence des matrices constantes Dry et Gy ne permet pas de résoudre le probléme
indépendamment a chaque fréquence et les contraintes (2.2) en chaque point du maillage
doivent donc étre regroupées en une unique LMI. Une solution sous-optimale mais bien plus
attractive du point de vue de la complexité numérique consiste & procéder en deux temps.
Les matrices Dpy(w;) et Gpr(w;) sont d’abord déterminées en chaque point du maillage en
utilisant la formulation @ de la borne supérieure de ua. Les matrices constantes Dpy et
Gy sont alors calculées a ’aide de la formulation LMI de cette méme borne.

Algorithme 2.1.10 (calcul d’un niveau de performance - méthode sous-optimale)
1. Identique a l’algorithme 2.1.5.

2a. Fixer les matrices de scaling Dpy et Gy . En chaque point du maillage, minimiser
sous la contrainte (2.2) par rapport aux matrices de scaling Drr(w;) et Grr(w;). Ces
optimisations sont réalisées par transformation de la formulation LMI (2.2) en une
formulation @, puis par détermination de la valeur minimale de v par dichotomie.

2b. Fizer les matrices de scaling Dpr(w;) et Grr(w;) et résoudre le probléme d’optimisa-
tion de la proposition 2.1.1 sur le maillage, i.e. minimiser v sous la contrainte (2.2)
par rapport aur matrices de scaling constantes Dy et Gry. Soit yn,,,, la valeur

obtenue. Siyn,,,, < (1+n)yn, ot yn représente la valeur de v au début de l’étape
2a et n > 0 un seuwil donné, poser yN = 7N,,,, €t retourner a l’étape 2a afin de
poursuivre le processus de minimisation de vy. Sinon, poser YN = 7YN,,;, €t passer a
[’étape 3.

3. Identique a l’algorithme 2.1.3.

Remarque 2.1.11 Les valeurs initiales de Dy et Gpy peuvent étre choisies de maniére
arbitraire, par exemple Dry = I, et Gty = 0p,,. Une autre solution consiste a exécuter
au préalable une itération de l’algorithme 2.1.35.

Remarque 2.1.12 Diminuer la valeur de n revient a augmenter le nombre d’itérations
entre les étapes 2a et 2b, et donc a réduire le conservatisme de la valeur finale de vy .
Ce parameétre permet ainsi de réaliser un compromis entre la complexité numérique de
lalgorithme et la précision de la borne supérieure de 7o obtenue a la fin de l’étape 5.

Contrairement a l'algorithme 2.1.3, rien ne permet ici d’affirmer que la valeur de vy
obtenue & la fin de I'¢tape 2b est bien une borne inférieure de v, et il n’est donc pas
possible d’évaluer a I’é¢tape 3 I'écart entre v, et sa borne supérieure. Cependant, les
algorithmes 2.1.3 et 2.1.10 peuvent étre combinés de maniére efficace afin de déterminer
des bornes de v,,; avec la précision souhaitée tout en réduisant significativement le temps
de calcul par rapport a I’application directe de I’algorithme 2.1.3.

Algorithme 2.1.13 (calcul d’un niveau de performance - heuristique)
1. Exécuter Ualgorithme 2.1.10 afin de déterminer une borne supérieure Yy de Yopt.

2. Exécuter l'algorithme 2.1.3 afin de calculer une borne inférieure yrp de Yopt et l'in-
terrompre des que yrg > (1 — &)yup, ot & > 0 représente la précision désirée.
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Remarque 2.1.14 L’algorithme 2.1.83 exécuté a l’étape 2 peut étre initialisé avec le mail-
lage fréquentiel et les valeurs de Dy et Gy obtenus a la fin de l’étape 1. Afin de minimiser
le temps de calcul, il est de plus possible de réduire préalablement la taille de ce maillage
en ne conservant que les pulsations critiques correspondant auz plus grandes valeurs de la
borne supérieure de uA .

2.1.6 Deétermination d’'une marge de stabilité robuste

On considére maintenant l'interconnexion de la figure 2.1 (a), ot M(s) représente un
systéme linéaire stationnaire stable. On cherche a déterminer une marge de stabilité en
présence d’incertitudes structurées A = diag(Arr(s),Ary(t)) € A, ou Arr(s) € Aqr
et Apy(t) € Apy contiennent respectivement des incertitudes LTI et LTV a variations
arbitrairement rapides. Dans ce contexte, la proposition ci-dessous donne une condition
suffisante de stabilité robuste en présence d’incertitudes mixtes LTT/LTV.

Proposition 2.1.15 Soient M (s) un systéme linéaire stationnaire stable et A une struc-
ture donnée. Soit 3 un scalaire positif. Si pour toute pulsation w € IR 1 il existe des matrices
de scaling D(w) = diag(Drr(w),Dry) et G(w) = diag(Grr(w),Gry) avec Drr(w) € Dy,
D7y € Drv, GTI(CU) € Gy et Gpy € Gy telles que:

M*(jw) D(w) M (jw) + j(G(w)M (jw) — M*(jw)G(w)) < B2D(w) (2.12)
1
alors linterconnexion de la figure 2.1 (a) est stable pour tout opérateur A € 3 B(A).

Comme dans le cas de la performance, le probléme d’optimisation de la proposi-
tion 2.1.15 est convexe mais présente une infinité d’équations et d’inconnues. On note
Bopt la valeur minimale de 8 qui vérifie I'inégalité (2.12) pour tout pulsation w € IR ;.
L’inverse de B,y constitue donc une marge de robustesse. Les algorithmes proposés aux
paragraphes 2.1.2 et 2.1.5 peuvent alors étre adaptés aisément afin de résoudre ce probléme
de stabilité robuste. Le test réalisé a l'aide de la technique d’élimination de fréquences
s’énonce notamment de la maniére suivante.

1/2
1%

Test de robustesse: Soient Dpy = DF}F/‘E S f)Tv, Gry = D;‘l/zGTVD; € Gpv et:

r9= ([0 o |55 [0 om |10 an Do uva ]

Existe-t-il Yw € IR . des matrices BT[((U) € Dy et éTI(W) € Grr qui vérifient :

7 ((Bri)FGeID7 )~ i6ri) (1 + i) ) <1

avec Dpp(w) = dz’ag(f)ﬂ(w),[pv), Gri(w) = diag(éTI(w),Opv) et B=(1+¢€)BrpnN?

2.2 Extension a la synthése de précommande robuste

La synthése d’une loi de commande pour un systéme dynamique est généralement
réalisée en deux temps. Un correcteur est d’abord déterminé afin de garantir une bonne
stabilité en boucle fermée, tout en étant robuste aux incertitudes de modéle et aux pertur-
bations non mesurées qui agissent sur le systéme. Une précommande est ensuite calculée
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afin d’améliorer le suivi d’un modéle de référence ou la réjection de perturbations mesurées
malgré la présence de ces mémes incertitudes.

On s’intéresse ici a cette deuxiéme étape lorsque le systéme est soumis a des incerti-
tudes structurées LTI/LTV. La synthése d’une précommande H(s) qui minimise une borne
supérieure de la performance Hy, /Lo en présence de telles incertitudes admet une formu-
lation convexe lorsque la dynamique de H(s) est fixée. Il s’agit cependant d’un probléme
difficile & résoudre, qui présente une infinité de contraintes et de variables d’optimisation.

Peu de méthodes existent dans la littérature qui permettent de synthétiser une pré-
commande robuste et I'une des premiéres contributions importantes est 'ceuvre de [Giusto
et Paganini, 1999]. Dans le cas d’incertitudes LTV, une approche état est proposée. Dans
le cas d’incertitudes LTI, une heuristique intéressante du point de vue de la complexité
numeérique et ne nécessitant pas de décomposer H(s) sur une base de filtres est introduite.
Des valeurs de H (jw;), Drr(w;) et Gpr(w;) sont calculées indépendamment en chaque
point d’un maillage fréquentiel. Une méthode d’interpolation construit alors une représen-
tation H(s) & partir de la réponse fréquentielle H(jw;). Cette approche présente néan-
moins plusieurs inconvénients. Aucune condition de stabilité n’est imposée sur la réponse
fréquentielle H (jw;). De plus, la dynamique de H(s) doit étre fixée lors de I’étape d’inter-
polation, ce qui peut s’avérer délicat. Il n’est donc pas possible de garantir que la réponse
fréquentielle de H(s) reste proche de la réponse optimale calculée sur le maillage, et la
performance de la précommande ainsi obtenue peut s’avérer médiocre. Enfin, on notera
que les méthodes proposées par [Giusto et Paganini, 1999] ne sont pas applicables au cas
mixte LTI/LTV. D’autres approches ont été proposées depuis par [Cerone et al., 2002;
Devasia, 2002; Faanes et Skogestad, 2004; Mammar et al., 2001; Wik et al., 2003; Campa
et al., 2004], mais elles ne permettent pas non plus de prendre en compte simultanément
ces deux catégories d’incertitudes.

La démarche proposée ici consiste & adapter la proposition 2.1.1 afin de pouvoir exploi-
ter et généraliser les outils d’analyse de robustesse LTI/LTV développés au paragraphe 2.1.

2.2.1 Formulation du probléme

Soit I'interconnexion de la figure 2.2. On cherche a déterminer une précommande H(s)
qui minimise la norme Ls-induite du transfert Tj _, entre l'entrée de référence y, et
la sortie y en présence d’incertitudes structurées A = diag(Arr(s),Arv(t)) € A, ou
Arr(s) € Dpr et Apy(t) € Dy contiennent respectivement des incertitudes structurées
LTI et LTV a variations arbitrairement rapides.

AN
we z
N(s)
i > H(s) Ur= —»y

Figure 2.2 Interconnexion pour la synthése de précommande robuste.

On transforme tout d’abord ce schéma de synthése afin de se ramener a 'interconnexion
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standard de la figure 2.1 (b). Ainsi, en notant :

N:[Nll Nio N13]
No1 Noo  Nag

on obtient :

(2.13)

M:[NH N12+N13H]:[M11 M12:|

Noy Noo + NogH Ms1  Mao

et la proposition 2.1.1 peut alors étre appliquée au systéme M (s). Cependant, le probléme
de synthése de précommande considéré ici est plus complexe que le probléme de perfor-
mance traité précédemment, car l'inégalité (2.2) n’est plus convexe.

2.2.2 Reésolution pratique

Afin de se ramener & une formulation convexe puis d’appliquer les algorithmes mis au
point dans le paragraphe 2.1, on pose:

= EH:HZHZ(S) (2.14)
=1

ou les filtres H;(s) sont fixés, tandis que les réels 0; désignent les paramétres d’optimisation.
La base orthonormale de filtres proposée par [Akcay et Ninness, 1999] est choisie afin de
réduire les problémes numériques :

Hi(s) = Y240 H i (2.15)

s+ a; s+ak

La seule contrainte consiste donc a fixer les poles —ay, i.e. & imposer la dynamique de H (s).
L’ordre ng de la précommande peut quant & lui étre choisi librement. La proposition 2.1.1
est alors reformulée de la maniére suivante.

Proposition 2.2.1 Soit linterconnezion de la figure 2.2 avec N(s) un systéme linéaire
stationnaire stable et H(s) = > " 0;H;(s). Soit v un scalaire positif. Si pour toute pul-
sation w € R 4 il existe des parametres réels 0; ainsi que des matrices de scaling D(w) =
diag(Drr(w),Dry) et G(w) = diag(Grr(w),Gry) avec Drp(w) € Drr, Dry € Dry,
Gri(w) € Grr et Gy € Gy tels que:

D — NuuDN{y +j (NG — GN{y) —(NuD + jG)N3; Niz + Nig ZeiHi
i=1
v >0 (2.16)
* ’7] — NQlDNékl Noo + Nog Z 0,H;
i=1
I * * V1 1

ot la dépendance vis-a-vis de la pulsation w est omise afin d’alléger les notations, alors
1Ty, —yll;z, < pour tout opérateur A € B(A).
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Preuve: D’aprés la propriété 1.1.3, 'inégalité (2.2) peut étre remplacée par :

My (jw)D(w) M (jw) + 5 (G(w) M (jw) — My (jw)G(w)) < D(w) (2.17)
) , I, 0 e

avec M, (jw) = M (jw) 0 I, | Cette derniére inégalité s’écrit sous la forme:

—Q+55"<0 (2.18)
N _ M11 % 1 GMfl —MHG GM2*1 D 0 o l M12

ot Q = [MQJD[MH M3, | j[ Ve o 1o g etS_’Y Moy |
On applique alors le complément de Schur a la relation (2.18), qui est équivalente a (2.16)
en multipliant chaque terme par ~ puis en changeant vD en D et vG en G. |

L’application de la proposition 1.1.3 est ’étape clé qui permet de montrer 1’équiva-
lence entre les inégalités (2.2) et (2.16), et donc de rendre le probléme convexe. On peut
alors mettre en ceuvre les algorithmes détaillés dans les paragraphes précédents. La seule
différence concerne ’étape 2 qui consiste désormais & résoudre le probléme d’optimisation
de la proposition 2.2.1 non seulement par rapport aux matrices de scaling fréquentielles
Drr(w),Grr(w) et constantes Dry,Gry, mais également par rapport aux parameétres 6;
de la précommande H (s).

Remarque 2.2.2 Une méthode de synthése permettant de prendre en compte des incer-
titudes miztes LTI/LTV a récemment été proposée par [Scorletti et Fromion, 2006/, dont
Pavantage est de ne pas contraindre a priori la dynamique de la précommande. Cependant,
les matrices de scaling considérées sont restreintes a un ensemble de matrices de transfert
rationnelles d’ordre et de dénominateur fixés, et l'ordre de la précommande obtenue est au
moins égal a celui du systéme en boucle fermée N(s).

2.3 Application & un modéle de missile

L’objectif est maintenant d’appliquer la méthode proposée dans ce chapitre & un exem-
ple réaliste de missile. Le modéle non-linéaire initial est décrit au paragraphe 2.3.1. Il est
linéarisé au paragraphe 2.3.2, d’abord sous la forme d’un continuum de modéles LTI cor-
respondant & des points d’équilibre, puis d’'un modéle quasi-LPV. Un correcteur robuste
est ensuite synthétisé, ce qui permet d’obtenir des systémes en boucle fermée N (s) compa-
tibles avec I'interconnexion de la figure 2.2. Les paragraphes 2.3.3 et 2.3.4 détaillent alors
I’analyse de stabilité et de performance ainsi que la synthése de précommande réalisées sur
chacun de ces deux modéles linéarisés.

2.3.1 Description du modéle non-linéaire initial

Le modéle non-linéaire initial du missile est extrait de [Reichert, 1992]. Son comporte-
ment en boucle ouverte est décrit par les équations ci-dessous:

& = q+ K1y M C.(a,M,u.) cos(«) (2.19)
q = Ko M? Cm(aaMauc) .
Seul le mouvement longitudinal est considéré ici. Le vecteur d’état = [ ¢]7 est donc

constitué de l'angle d’incidence a et de la vitesse de tangage ¢, et on suppose qu’il est
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entiérement mesuré. La commande u. correspond a l'angle de braquage de I'empennage
arriére, tandis que M désigne le nombre de Mach et que K7, Ko sont des constantes.
Les coefficients aérodynamiques C, et C,, sont quant & eux modélisés par des fonctions
polynomiales :

Co(,Mue) = z30°+ 20 0%+ 21 (2= (1/3)M) o + 20 uc
Crm(a,Mu,) = mza®+mga® +my (=7 + (8/3)M) a +mg u.

faisant intervenir des coefficients constants z; et m;. On considére enfin des angles d’inci-
dence inférieurs a 20 deg, ce qui permet de remplacer la fonction trigonométrique cos(a)
dans I'équation (2.19) par son approximation polynomiale 1 — a?/2.

2.3.2 Création des modéles linéarisés

Ces équations d’état non-linéaires en boucle ouverte & = f(z,u.) sont mises sous forme
LFT x = F,(G(s),A)u. a laide de la LFR Toolbox [Magni, 2006]. On construit ainsi deux
représentations linéarisées :

e un continuum de modéles LTI correspondant & des points d’équilibre,

e un modéle quasi-LPV.

Dans le premier cas, les équations (2.19) sont linéarisées par rapport a = et u., et la
condition d’équilibre & = 0,¢ = 0 est introduite. Un point d’équilibre est paramétré par
les valeurs de o = 10 4+ 1097 et M = 3 + da, de telle sorte que 6; € [—1,1] et d9 € [—1,1]
correspondent respectivement a o € [0,20deg| et M € [2,4], i.e. au domaine de validité
du modéle. Cette premiére linéarisation permet ainsi d’obtenir une représentation LFT
dont le bloc A contient des incertitudes structurées LTI associées aux variations de I’angle
d’incidence et du Mach:

A = Arr = diag(0114,0216)

Le modéle quasi-LPV est quant & lui obtenu directement & partir de la représentation
d’état non-linéaire initiale. Plus précisément, les relations o = 10+ 1047 et M = 3+ 9 sont
injectées dans les équations (2.19), de telle sorte que le bloc A est cette fois-ci constitué
de paramétres LTV répétés:

A = Ary(t) = diag(61(t)14,62(t)I6)

Il est également possible d’introduire des incertitudes paramétriques LTT d3 & d19 sur
les coefficients z; et m;. Par exemple, poser z3 = z39 (14 0.0503) avec d3 € [—1,1] revient &
prendre en compte une incertitude de 5% sur z3 autour de la valeur nominale z39. Ainsi,
le bloc A regroupe désormais au sein d’une structure unique des paramétres LTV et des
incertitudes LTI

A = diag(Ary (t),Arr) = diag(d1 (t)14,02(t)16,03,0412,0512,06,07,08,09,010)

Un actionneur linéaire du second ordre:
2
wCL

T2 28was + W2

A(s)

avec & = 0.7 et w, = 150rad/s vient compléter le modéle en boucle ouverte, puis un

correcteur robuste:
T
u:K[a—ar /(oz—ozr) q}

Contribution a la commande des systémes saturés en présence d’incertitudes et de variations paramétriques




44 UNE APPROCHE FREQUENTIELLE POUR L’ANALYSE DE ROBUSTESSE LTI/LTV

ol «, représente 'angle d’incidence de référence, est synthétisé a ’aide d’une méthode de
stabilité quadratique [Biannic et al., 2006]. Le comportement désiré du missile est repré-
senté par un modéle de référence :

2
“o

Gols) —
o(s) $2 + 28owos + wd

avec & = 0.6 et wy = 4rad/s. Des gabarits fréquentiels sont finalement introduits par
I'intermédiaire de filtres du premier ordre Wi(s) = sj-—(l)—})l and Wy(s) = 83_'%. Le systéme
en boucle fermée N (s) ainsi obtenu est donc d’ordre 9. Il est représenté sur la figure 2.3 et

est compatible avec I'interconnexion de la figure 2.2.

o~ st
Y référence . Wi(s) y
Go(s) -

4

w modéle N [
. ) .
missile sl & actionneur Wals) Y

—= () G(s) q A(s)

A\ AN

Figure 2.3 Structure du systéme en boucle fermée.

La performance robuste est définie par la fonction de transfert 7, ., dont on cherche
4 minimiser la norme Lo-induite. y, correspond a 'angle d’incidence de référence a.. Le

signal y = [ ‘7;1 ] est quant & lui constitué de la différence 37 entre 'angle d’incidence
2

désiré et I'angle effectif (pour améliorer le suivi du modéle de référence) et de la vitesse de
débattement y, de la gouverne (pour limiter les sollicitations a 'actionneur).

2.3.3 Reésultats sur le continuum de modéles LTI

On vérifie en premier lieu que la stabilité robuste du systéme en boucle fermée N(s)
décrit au paragraphe précedent est bien garantie pour tout opérateur A € B(A). On
réalise donc un test de robustesse a ’aide de ’algorithme optimal 2.1.3 ou de ’algorithme
sous-optimal 2.1.10 en choisissant a 1’étape 3 une valeur de 3 égale a 1. Le résultat est
positif et le temps de calcul extrémement faible, comme indiqué dans le tableau 2.1. On
réalise alors une analyse compléte de robustesse qui révéle que:

e la stabilité robuste est préservée pour tout opérateur A € 1.416 B(A),

e la norme La-induite du transfert T;, ., est inférieure a 1.894.

Les résultats regroupés dans le tableau 2.1 attestent de la pertinence de la méthode
proposée ainsi que des bonnes propriétés de convergence des algorithmes associés :
e les écarts entre les bornes inférieures et supérieures de [B,,: et o, Obtenues a 'aide
de l'algorithme optimal 2.1.3 sont trés faibles,
e les bornes supérieures de Bop; et Yope Obtenues a l'aide de 'algorithme optimal 2.1.3
et de I'algorithme sous optimal 2.1.10 sont presque identiques.
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Algorithme Algorithme
optimal sous-optimal
. Valeur de By 1 1
Stabilité robuste Temps de calcul 5s 5
Valeur de 3.5 0.700 -
Marge de robustesse Valeur de Gy p 0.706 0.709
Temps de calcul 642 s 24
Valeur de vrp 1.837 -
Analyse de performance Valeur de vy p 1.894 1.894
Temps de calcul 19s 18s

Tableau 2.1 Résultats obtenus sur le continuum de modéles LTI (analyse de robustesse).

On cherche maitenant & synthétiser une précommande dont les quatre poles sont fixés
respectivement a -1, -5, -10 et -15. Le maillage fréquentiel initial est restreint a une unique
pulsation, a savoir 5 rad/s.

On applique tout d’abord l'algorithme 2.1.3 avec une tolérance ¢ = (.05 entre les
bornes inférieure et supérieure de vy,,;. Quatre itérations sont nécessaires pour atteindre la
précision souhaitée, et le maillage fréquentiel final est 5, 2.50, 0.45 et 118.22 rad /s. La borne
inférieure de 7,,¢ calculée sur ce maillage est yzp = 0.881 tandis que la borne supérieure
garantie sur IR tout entier est yyp = 0.904. L’écart entre les deux est de lordre de 2.5%
pour un temps de calcul de 450s.

L’algorithme 2.1.10 est appliqué dans un deuxiéme temps. Comme on pouvait s’y at-
tendre, il se révéle bien plus attractif du point de vue de la complexité numérique, puisque
le temps de calcul n’est que de 79s pour un total de quatre itérations également. Le mail-
lage fréquentiel final est 5, 2.50, 113.38 et 8.40 rad/s, et la borne supérieure obtenue est
yop = 0.917. Ce résultat est de plus presque non-conservatif, puisque ’écart entre les
bornes supérieures optimale et sous-optimale est inférieur a 2%. De plus, la valeur de
augmente naturellement d’une itération & ’autre, comme le montre la figure 2.4, ce qui
illustre les bonnes propriétés de convergence de l'algorithme.

L’heuristique 2.1.13 est enfin appliquée. La borne supérieure déterminée avec 1’algo-
rithme sous-optimal est vy = 0.917. La borne inférieure obtenue aprés une itération de
I’algorithme optimal est v = 0.873. Cette heuristique se révéle donc trés pertinente car
la différence entre les bornes inférieure et supérieure n’est que de 5% pour un temps de
calcul de 251 s trés inférieur & celui de I’algorithme 2.1.3. Tous les résultats liés a la synthése
d’une précommande robuste sont regroupés dans le tableau 2.2.

Algorithme Algorithme

optimal sous-optimal Heuristique
R Valeur de 7, 0.881 - 0.873
fgggf;fge Valeur de vy 0.904 0.917 0.917
P Temps de calcul 450 79s 79s + 1725

Tableau 2.2 Résultats obtenus sur le continuum de modéles LTI (synthese de précommande).
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Figure 2.4 Evolution de vy au fil des itérations (algorithmes 2.1.3 en trait continu et 2.1.10 en
pointillés). Le signe + correspond & la valeur finale de yrp (algorithme 2.1.3), tandis que les signes
* et X représentent les valeurs finales de yyp (algorithmes 2.1.3 et 2.1.10 respectivement).

La valeur de vy p indiquée dans le tableau 2.2 et correspondant a ’analyse de perfor-
mance a été calculée sans précommande, i.e. avec H(s) = 0. L’introduction d’une précom-
mande constituée de quatre filtres H;(s) a donc permis de réduire cette valeur de 1.894 a
0.904. Le gain est supérieur a 50 %, ce qui démontre sur cet exemple réaliste V'efficacité de
la méthode proposée.

2.3.4 Reésultats sur le modéle quasi-LPV

Une démarche similaire & celle présentée au paragraphe 2.3.3 est menée dans le cas du
modéle quasi-LPV, et les résultats obtenus par 'application des différents algorithmes sont
regroupés dans les tableaux 2.3 et 2.4. On constate que l'introduction d’une précommande
constituée de quatre filtres H;(s) permet de réduire la valeur de vy p de 3.013 a 1.651, soit
un gain de presque 50 %.

Algorithme Algorithme
optimal sous-optimal
. Valeur de By 1 1
Stabilité robuste Temps de calcul 22s 18s
Valeur de 3.5 0.790 -
Marge de robustesse Valeur de Gy p 0.809 0.818
Temps de calcul 112s 70s
Valeur de vrp 2.976 -
Analyse de performance Valeur de vy p 3.013 3.044
Temps de calcul 296's 261s

Tableau 2.3 Résultats obtenus sur le modéle quasi-LPV (analyse de robustesse).
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Algorithme Algorithme

optimal sous-optimal Heuristique
R Valeur de 7, 1.629 - 1.627
fggﬁiijge Valeur de v/ 1.651 1.664 1.664
P Temps de calcul 730s 469s 469s + 169s

Tableau 2.4 Résultats obtenus sur le modele quasi-LPV (synthése de précommande).

Conclusion

La principale contribution de ce chapitre est de proposer une approche pratique pour
lanalyse de robustesse en présence d’incertitudes mixtes LTI/LTV. Ce probléme de di-
mension infinie est plus difficile & résoudre que dans un contexte classique de p-analyse en
raison des matrices de scaling constantes associées aux incertitudes LTV. Un algorithme
optimal est proposé, dont la convergence est prouvée. Il consiste & résoudre dans un pre-
mier temps le probléme sur un maillage fréquentiel, puis & valider le résultat obtenu sur
R + tout entier a l'aide d’une technique d’élimination de fréquences. Il est ainsi possible
de déterminer une marge de robustesse ou un niveau de performance fiable sans risquer
de manquer une fréquence critique, et ce méme dans le cas d’'un systéme flexible. Un al-
gorithme sous-optimal permettant de réduire considérablement la complexité numérique
du probléme est également introduit, ainsi qu'une heuristique combinant efficacement ces
deux algorithmes. Les résultats d’analyse sont ensuite généralisés a la synthése de précom-
mande robuste en présence d’incertitudes mixtes LTT/LTV. L’application de ces différents
algorithmes & un modéle réaliste de missile se révéle finalement concluante. Elle permet en
effet de montrer le faible conservatisme de ’approche sous-optimale ainsi que le gain offert
par 'approche combinée en termes de temps de calcul.

Notations
KYP Kalman-Yakubovich-Popov
LFT Transformation Fractionnaire Linéaire
LMI Inégalité Matricielle Linéaire
LPV Linéaire a Paramétres Variants
LTI Linéaire Invariant dans le Temps
LTV Linéaire Variant dans le Temps
R Ensemble des nombres réels
R Ensemble des nombres réels positifs
c Ensemble des matrices complexes de taille m x n

Z Conjugué du nombre complexe z
R(z) Partie réelle du nombre complexe z

I, Matrice identité de taille m x m

O Matrice nulle de taille m x m

o(M) Plus grande valeur singuliére de la matrice M
o(M) Plus petite valeur singuliére de la matrice M
MT Transposée de la matrice M
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M* Transconjuguée de la matrice M
M<N M — N semi-définie négative (avec M et N hermitiennes)
Fu(M,N) LFT supérieure (voir annexe)

Dans un souci de concision, la partie triangulaire inférieure stricte d’une matrice hermi-
tienne est généralement représentée a ’aide de symboles *.
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Chapitre 3

UNE APPROCHE ETAT POUR L’ANALYSE DE
ROBUSTESSE LTI/LTV

Résumeé : La notion de semi-positivité réelle pour un systéme a données complexes est
définie et caractérisée a ’aide d’une version généralisée du lemme KYP. Elle se révéle parti-
culiérement pertinente dans un contexte d’analyse de robustesse, car elle permet d’obtenir
une formulation d’état convexe et de dimension finie d’une borne supérieure de pa . De plus,
la généralisation & I'analyse de robustesse et a la synthése robuste en présence d’incertitudes
mixtes LTT/LTV est quasi immédiate, ce qui n’est pas le cas des approches fréquentielles
classiques. L’application de la méthode & un modéle d’avion de combat donne des résultats

pertinents et peu conservatifs.

Mots clés: semi-positivité réelle, lemme KYP généralisé, approche état, analyse de
robustesse, synthése robuste, incertitudes mixtes LTI/LTV, optimisation convexe.
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Depuis de nombreuses années, le lemme de Kalman-Yakubovich-Popov (KYP) est considéré
comme 'un des outils les plus pertinents pour 'analyse des systémes dynamiques et la
synthése de correcteurs. La formulation classique de ce lemme établit une équivalence entre
un ensemble infini de contraines fréquentielles d’un c6té et une inégalité matricielle linéaire
(LMI) faisant intervenir les matrices d’état du systéme considéré de lautre. Ainsi, il est
par exemple possible de vérifier qu’une fonction de transfert est positive réelle sur 'axe
imaginaire tout entier en résolvant un probléme d’optimisation convexe constitué d’une
unique contrainte LMI. Ce cas particulier est connu sous le nom de lemme positif réel.
De maniére générale, le lemme KYP a joué un réle important dans le développement de
nombreuses techniques de commande robuste, telles que ’analyse de robustesse a ’aide de
multiplieurs [Balakrishnan, 1994], ou de maniére plus générale I'approche IQC [Megretski
et Rantzer, 1997].

La version classique du lemme KYP permet de vérifier qu'une propriété donnée est
satisfaite pour toute pulsation w € IR. Plus récemment, une généralisation a été pro-
posée par |Iwasaki et Hara, 2005], qui permet de considérer un intervalle quelconque
éventuellement borné. Dans le prolongement de ces travaux, ce chapitre s’intéresse plus
particuliérement & I’ensemble des pulsations positives et introduit la notion associée de
semi-positivité réelle pour des systémes & données complexes, i.e. dont les matrices d’état
sont complexes. Cette derniére se révéle particuliérement pertinente lorsqu’elle est ap-
pliquée dans un contexte d’analyse de robustesse. On montre en effet ici que la carac-
térisation fréquentielle de la borne supérieure de pa proposée par |Fan et al., 1991;
Young et al., 1995] peut étre reformulée comme un test de semi-positivité réelle, a condition
de considérer des matrices de scaling D et G complexes, mais constantes sur IR ;.

Plusieurs applications réalistes indiquent que le conservatisme introduit par le choix
de matrices de scaling constantes sur IR ; demeure trés faible. Par contre, si 'on meéne
un raisonnement analogue en utilisant la formulation classique du lemme KYP, et donc la
notion de positivité réelle, les matrices de scaling D et G doivent non seulement étre choisies
constantes sur IR tout entier, mais également étre respectivement réelle et imaginaire pure.
Les résultats obtenus sont alors nettement plus conservatifs.

L’introduction de la notion de semi-positivité réelle est donc ici particuliérement judi-
cieuse, car on obtient une caractérisation d’état convexe et de dimension finie d’une borne
supérieure de pa que 'on peut résoudre sans difficulté, tout en prenant bien en compte le
caractére invariant des incertitudes. De plus, la généralisation de la méthode a ’analyse de
robustesse et a la synthése robuste en présence d’incertitudes mixtes LTI/LTV est quasi
immeédiate, ce qui n’est pas le cas des approches fréquentielles classiques: les matrices de
scaling constantes associées aux incertitudes LTV ne permettent en effet plus comme dans
le cas LTI de résoudre le probléme indépendamment & chaque fréquence.

Le chapitre est organisé de la maniére suivante. La notion de semi-positivité réelle
est introduite au paragraphe 3.1, de méme qu’une généralisation du lemme positif réel. Ce
résultat est appliqué a la p-analyse au paragraphe 3.2. Une nouvelle caractérisation convexe
d’une borne supérieure de pua est obtenue, dont le conservatisme est évalué d’un point de
vue théorique mais également pratique. L’approche proposée est alors étendue dans les
paragraphes 3.3 et 3.4 aux problémes d’analyse de robustesse et de synthése robuste en
présence d’incertitudes mixtes LTT/LTV. Le paragraphe 3.5 est finalement consacré a la
validation de la méthode sur un modéle d’avion de combat.
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Note importante: Ce chapitre est volontairement centré sur les résultats obtenus au
cours de la thése. Le contexte, la description des problémes considérés, ainsi que les résultats
classiques que 'on peut trouver dans la littérature ne sont rappelés que trés briévement.
Une introduction & l'analyse de robustesse en général, et a la p-analyse en particulier,
est proposée au chapitre 1. Elle constitue pour le lecteur qui n’est pas familier de ces
techniques un bon préalable a la lecture du présent chapitre. Il en est de méme des prérequis
mathématiques et autres lemmes techniques, qui sont détaillés dans en annexe.

3.1 Semi-positivité réelle

On rappelle dans un premier temps la définition de la positivité réelle pour un systéme
a données réelles.

Définition 3.1.1 (positivité réelle) Soient A € R™", B € R™?, C € RP*" et
Dy € RP*P. Le systéme a données réelles (X,) défini par la matrice de transfert G(s) =
C(sI — A)™IB + Dy est positif réel si:

G(jw)+G(jw)* >0 VYwelR (3.1)

Le lemme positif réel fournit alors une caractérisation sous forme d’inégalité linéaire ma-
tricielle de la notion de positivité réelle.

Proposition 3.1.2 (lemme positif réel) Soit (X,) un systéme a données réelles dont la
paire (A,B) est gouvernable. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1. G(jw) + G(jw)* > 0 pour toute pulsation w € IR vérifiant det(jwl — A) # 0
2. il existe une matrice P = PT € R™™ telle que :

ATP+PA PB-CT
<
B'P—-C —Dy—-D§ |~ 0 (3:2)

Preuve: voir [Rantzer, 1996]. |

On introduit maintenant la notion de semi-positivité réelle, sur laquelle repose la tech-
nique d’analyse de robustesse présentée au paragraphe 3.2.

Définition 3.1.3 (semi-positivité réelle) Soient A € C"*", B e C"*P, C € CP*"
et Do € CP*P. Le systeme a données complezes (X.) défini par la matrice de transfert

G(s) = C(sI — A)™IB + Dy est semi-positif réel si:
G(jw)+G(jw)* >0 VYwelRy (3.3)
Remarque 3.1.4 Parler de semi-positivité réelle n’est pertinent que dans le cas de sys-

temes a donmnées complexes. Les notions de semi-positivité réelle et de positivité réelle sont
en effet équivalentes pour des systémes a données réelles, car on a alors G(—jw) = G(jw).

De la méme maniére que pour la positivité réelle, il est possible d’obtenir une caractérisation
sous forme d’inégalité linéaire matricielle de la semi-positivité réelle d’un systéme & données
complexes.
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Proposition 3.1.5 (lemme semi-positif réel) Soit (X.) un systéme a données com-
plexes dont la paire (A,B) est gouvernable. Les deuz assertions suivantes sont équivalentes :

1. G(jw) + G(jw)* > 0 pour toute pulsation w € IR 4 vérifiant det(jwl — A) # 0
2. il existe une matrice Z = R+ jS € € ™" avec R = R* et S = S* > 0 telle que:
A Z+7Z*A Z*B-C*

<
Bz-Cc -Dy-py| =Y (34)

La preuve de ce résultat nécessite I'introduction préalable du lemme technique ci-dessous.

Lemme 3.1.6 Soientw € €™ et z € C". Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
1. il existe 6 € IR 1 tel que w = dz

2. wSz+z*Sw>0 VS=5">0 (3.5)

w*Rz —2*Rw=0 VR=R" (3.6)

Preuve: L’implication 1. = 2. est triviale. Pour montrer la réciproque, on note
w=[wy...wy]", z=1[z1...2,]7, et on définit R, = R} ;. de la maniére suivante:

Roi(g.m) :{ o ol (gm) = (Lk) ou (k1)

0 sinon
On applique alors (3.6) a=1 1 YTT By combinant les équati
na 1que alors . avec € . 1 compinarn €S equations
ppd k€ [1,n] ke [2,n] a

obtenues, on montre que Wy /Z7 = wg /2 pour tout k € [1,n]. Il existe donc 6 € IR tel que
w = dz. La relation (3.5) permet finalement de montrer que 6 € R ;. [

Preuve de la proposition 3.1.5 : On commence par écrire G(jw) = C(jwl —A)~'B+ Dy
sous forme LFT de la maniére suivante :

1

-
w -JA B z
? —jC DO_;

Figure 3.1 Représentation LFT de G(jw).

On a donc s = G(jw)e = —jCw + Dye et la semi-positivité réelle de G est équivalente a:
¥ 0 jCc* w 1
> = = —
& _ic Do—i—DS]g_O 43 [e},w wz,wEIRJr

En notant alors que z = —jAw + Be et en appliquant le lemme 3.1.6, la relation

1 A -
w= —z, w € R4 peut étre réécrite sous la forme:
w
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«| (R—jS)A+ A*(R+jS) (S+jR)B . *
> = = >
13 B*(S - jR) 0 E>0 VR=R",VS=5">0
En supposant finalement que la paire (A,B) est gouvernable, on applique la S-procédure
qui est ici non-conservative [Iwasaki et al., 2000], ce qui conduit & I'égalité (3.4). |

Remarque 3.1.7 Le lemme semi-positif réel peut également étre obtenu a partir du théo-
réme 4 de [Iwasaki et Hara, 2005/, qui fait partie intégrante d’une étude générale sur le
lemme KYP.

Remarque 3.1.8 Le lecteur peu familier des techniques utilisées ici pourra se reporter a
l’anneze pour une introduction & la S-procédure et au lemme KYP.

3.2 Application a la p-analyse

Le calcul d’une borne supérieure de la valeur singuliére structurée ua pour un systéme
LTI soumis & des incertitudes structurées LTI - et donc d’une marge de robustesse - est un
probléme convexe, mais qui présente une infinité d’équations et d’inconnues. Une premiére
méthode de résolution consiste & aborder directement ce probléme de dimension infinie
dans le domaine fréquentiel. Elle est présentée au chapitre 1 puis généralisée au chapitre 2
dans le cas d’incertitudes mixtes LTI/LTV.

Une autre alternative est de se ramener a un probléme de dimension finie. Dans cette
optique, la technique la plus intuitive repose sur le calcul d’une borne supérieure de pa
sur un maillage fréquentiel et non sur IR + tout entier. Toutefois, rien ne garantit que ’on
ne manque pas une fréquence critique, et ce quelle que soit la finesse du maillage (voir
paragraphe 1.2.2). Une méthode plus pertinente consiste a exploiter le lemme semi-positif
réel présenté au paragraphe 3.1, et donc d’opter pour une approche état.

Dans ce contexte, les problémes de stabilité et de performance robustes sont reformulés
respectivement dans les paragraphes 3.2.1 et 3.2.2. Le paragraphe 3.2.3 propose quant a lui
une évaluation de la méthode en termes de conservatisme et de complexité algorithmique,
puis le paragraphe 3.2.4 insiste sur les arguments qui justifient le développement d’une
telle approche.

A |- A =
> M(s) Wl M(s) &
w z - -
Yr )

(a) (b)

Figure 3.2 Interconnexions pour l'analyse de stabilité (a) et de performance (b) robustes.

Notations : L’ordre du systéme M (s) est noté n, et les transferts T, ., et Ty,—.. sont
respectivement de taille m X m et p X p.
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3.2.1 Calcul d’une borne supérieure de pua

On considére l'interconnexion de la figure 3.2 (a), ot M(s) représente un systéme li-
néaire stationnaire stable et A(s) € A une incertitude LTI structurée stable. On cherche a
calculer une borne supérieure de pa (M (jw)) sur R ; afin d’obtenir une marge de robus-
tesse, i.e. une garantie de stabilité robuste.

La caractérisation fréquentielle classique de la borne supérieure de pua proposée par [Fan
et al., 1991; Young et al., 1995] est tout d’abord rappelée ci-dessous. Comme indiqué
précédemment, elle implique la résolution d’un probléme d’optimisation constitué d’un
nombre infini de contraintes et d’inconnues.

Proposition 3.2.1 Soient M(s) un systéme linéaire stationnaire stable et A une structure
donnée. Soit B un scalaire positif. Si pour toute pulsation w € IR il existe des matrices
de scaling D(w) € Dy et G(w) € Gy telles que :

M*(jw)D(w)M (jw) + j(G(w)M (jw) — M*(jw)G(w)) < 2D (w) (3.7)

alors max pa(M(jw)) < .
WER+

Remarque 3.2.2 La définition précise des ensembles de matrices de scaling Dty et Gy

associés a la structure d’incertitude A est présentée au chapitre 1.

L’étape clé permettant de se ramener & un probléme de dimension finie consiste a
prendre en compte une condition supplémentaire sur les matrices D et G.
Hypothése 3.2.3 Les matrices de scaling D et G sont constantes sur IR 1, i.e. D(w) = D
et G(w) = G pour toute pulsation w € R ;.
On peut alors énoncer le résultat central de ce chapitre, qui propose une formulation
d’état du probléme d’optimisation de la proposition 3.2.1 lorsque I’hypothése 3.2.3 est
vérifice. L'infinité de contraintes fréquentielles (3.7) est remplacée par l'inégalité linéaire
matricielle (3.8), ce qui rend possible le calcul d’une borne supérieure de pa en résolvant un
probléme présentant une unique contrainte et un nombre fini de variables d’optimisation.

Proposition 3.2.4 Soit M(s) = C(sI — A)™'B +Dqy un systéme linéaire stationnaire
stable. Soit B un scalaire positif. S’il existe des matrices de scaling D € D1 et G € Gy,
ainst qu’'une matrice Z = R+ 35 € € ™" avec R = R* et S = S* > 0, telles que:

A*Z + Z*A Z*B — jC*G C*D
B*Z +jGC  —B%2D+ j(GDy — D{G) DiD | <0 (3.8)
DC DDy -D

alors max pa(M(jw)) < B.

welh
Preuve: Par application du complément de Schur, I'inégalité (3.7) est équivalente a:
D(w) = j(G(w)M (jw) — M*(jw)G(w))  M*(jw)D(w)
D(w) M (jw) D(w) -

En supposant que les matrices de scaling D et GG sont constantes pour toute pulsation
w € R 4, cette inégalité est & son tour équivalente a la semi-positivité réelle de:

Bz—D —jGM(s) 0
F(s)=| 2 b
DM(s) >
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dont une représentation d’état est donnée par:

A | B 0

. D
F(s) < | —JGC | B°5 —jGDo 0 (3.9)
DC DDy g
Le lemme semi-positif réel (proposition 3.1.5) est alors appliqué a F(s). |

Le probléme posé par la proposition 3.2.4 consiste & minimiser la valeur de [ sous la
contrainte (3.8) par rapport aux matrices de scaling D,G et a la matrice de type Lyapunov
Z. 1l s’agit d’un probléme aux valeurs propres généralisé, qui peut étre résolu aisément a
I'aide d’un solveur LMI [Balas et al., 2007]. Soit Bopt la valeur minimale de [ vérifiant (3.8).
1

B(A),

opt

L’interconnexion de la figure 3.2 (a) reste stable pour tout opérateur A(s) €

est donc une

ot B(A) représente la boule unité des incertitudes de structure A, et
opt
marge de robustesse garantie.

3.2.2 Performance robuste

On considére maintenant l'interconnexion de la figure 3.2 (b), ou M (s) représente tou-
jours un systéme linéaire stationnaire stable. Le probléme de performance robuste consiste
a calculer la plus grande valeur de la norme Lo-induite du transfert T}, _,, entre 'entrée de
référence y, et la sortie y en présence d’incertitudes structurées LTT stables A(s) € B(A),
i.e. la plus petite valeur de vy telle que:

1Ty, —yllic, <7 VA(s) € B(A) (3.10)

La proposition ci-dessous donne alors une condition suffisante pour que l'inégalité (3.10)
soit satisfaite.

Proposition 3.2.5 Soient M(s) un systéme linéaire stationnaire stable et A une structure
donnée. Soient v un scalaire positif et T, = diag(ILy,y*I). Si pour toute pulsation w € IR+
il existe des matrices de scaling D(w) = diag(D(w),I,) et G(w) = diag(G(w),0,,) avec
D(w) € D1 et G(w) € Gy telles que:

M*(jw)D(w)M (jw) + j(G(w)M (jw) = M*(jw)G(w)) < I,D(w) (3.11)
alors || Ty, —yll;z, < v pour tout opérateur A(s) € B(A).

On suppose maintenant que I’hypothése 3.2.3 est vérifiée, i.e. que les matrices D et G sont
constantes Vw € IR ;. De la méme maniére que précédemment, le lemme semi-positif réel
peut étre appliqué afin d’obtenir une caractéristation d’état d’une borne supérieure de ~.

Proposition 3.2.6 Soit M(s) = C(sI — A)™'B +Dqy un systéme linéaire stationnaire
stable. Soient v un scalaire positif et T, = diag(Ip,’y2Im). S’il existe des matrices de scaling
D = diag(D,I,,) et G = diag(G,0,,) avec D € Dy et G € G, ainsi qu’une matrice
Z=R+jSeC™" avec R=R* et S = S* >0, telles que:

A*Z + Z*A Z*B — jC*G C*D
B*Z +jGC  —I,D+j(GDo — D5G) DgD | <0 (3.12)
DC DDy -D

alors || Ty, —yll;z, < v pour tout opérateur A(s) € B(A).
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Le probléme posé par la proposition 3.2.6 consiste a minimiser la valeur de ~ sous la
contrainte linéaire (3.12) par rapport aux matrices de scaling D, G et a la matrice de type
Lyapunov Z. Il peut étre résolu aisément a I’aide d’un solveur LMI [Balas et al., 2007].

3.2.3 Evaluation du conservatisme
Examen théorique

L’hypothése 3.2.3 est source de conservatisme, car les matrices de scaling D et G
sont supposées constantes sur IR ;. Néanmoins, le lemme semi-positif réel introduit au
paragraphe 3.1 se révéle bien plus adapté que le lemme positif réel classique dans 'optique
de calculer une borne supérieure de ua. En effet, 'application de ce dernier imposerait
au systéme F'(s) défini par sa représentation d’état (3.9) d’étre & données réelles, et donc
aux matrices D et G d’étre respectivement réelle et imaginaire pure. Cela reviendrait a
considérer que les incertitudes qui affectent le systéme M (s) sont LTV (voir chapitre 1),
d’oll un conservatisme excessif. A I'inverse, le lemme semi-positif réel permet de manipuler
des systémes a données complexes, et donc de prendre en compte des matrices D € € P*P
et G € CP*P comme dans la formulation fréquentielle initiale de la proposition 3.2.1.

D’autre part, la fonction pa (M (jw)) correspondant a un systéme rigide présente géné-
ralement un unique pic marqué. Dans ce cas, on peut s’attendre a ce que les matrices
de scaling constantes obtenues en résolvant le probléeme d’optimisation de la proposi-
tion 3.2.4 soient adaptées a cette fréquence pire cas, et que la marge de robustesse as-
sociée soit quasiment non-conservative par rapport & celle obtenue & 'aide de la formu-
lation classique de la proposition 3.2.1. Les résultats obtenus ci-dessous lors de la com-
paraison de ces deux approches sur des modéles réalistes d’avion et de missile confirment
ce raisonnement.

Les résultats sont par contre plus conservatifs pour des systémes flexibles, en raison
de la présence de plusieurs pics trés marqués sur le tracé de pua(M(jw)). De plus, la
méthode proposée dans ce chapitre repose sur la résolution d’un probléme d’optimisation
sous contrainte LMI qui peut devenir trés cotiteuse d’un point de vue numérique pour des
systémes d’ordre élevé, ce qui est généralement le cas des systémes flexibles. Il convient
donc de garder a l’esprit que le résultat de la proposition 3.2.4 est particuliérement adapté
aux systémes d’ordre peu élevé, tels que les systémes rigides.

Evaluation pratique

L’objectif est maintenant de valider le raisonnement précédent en calculant une borne
supérieure de ua pour différents modéles représentatifs de systémes réels. Dans cette op-
tique, les trois méthodes suivantes sont comparées en termes de conservatisme :

1. 'approche fréquentielle de [Biannic et Ferreres, 2005, codée dans la Skew Mu Tool-
box pour Matlab [Ferreres et Biannic, 2004 et présentée succinctement dans le pa-
ragraphe 1.2, qui n’impose aucune restriction sur les matrices de scaling D et G,

2. I'approche état proposée dans ce chapitre et fondée sur le lemme semi-positif réel, qui
suppose que les matrices de scaling D et G sont constantes sur IR | mais complexes,

3. lapproche état fondée sur le lemme positif réel classique, qui suppose que les matrices
de scaling D et GG sont constantes sur IR , avec de plus D réelle et G imaginaire pure.
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Le conservatisme de ces approches est évalué sur trois modeéles décrits dans [Ferreres, 1999
et implantés dans la Skew Mu Toolbox :

e un modéle élémentaire d’ordre 4 proposé par [De Gaston et Safonov, 1988| soumis a
3 incertitudes paramétriques réelles LTI non répétées,

e un modéle latéral d’avion de transport civil d’ordre 9 soumis a 14 incertitudes para-
métriques réelles LTI non répétées,

e un modéle longitudinal de missile d’ordre 14 soumis & 4 incertitudes paramétriques
réelles LTI non répétées.

Ces modeéles sont mis sous forme LFT & l'aide de la LFR Toolbox pour Matlab [Magni,
2006] conformément & I'interconnexion de la figure 3.2 (a). Des bornes supérieures de pa
sont alors calculées par chacune des trois méthodes décrites précédemment. Les résultats
sont regroupés dans le tableau ci-dessous.

Exemple de Modéle Modéle
De Gaston et Safonov d’avion de missile
Méthode 1 0.293 0.237 0.125
Méthode 2 0.293 0.249 0.125
Méthode 3 0.458 0.317 0.133

Tableau 3.1 Bornes supérieures de pa .

Comme le laissait présager ’analyse du paragraphe 3.2.3, la seconde méthode fondée sur
la notion de semi-positivité réelle est presque non-conservative dans le cas de systémes
rigides par rapport a une approche fréquentielle classique, bien que les matrices de scaling
soient constantes sur IR ;. L’écart entre les deux est en effet inférieur a 5% dans les 3
cas. La troisiéme méthode, qui repose sur le lemme positif réelle classique, est quant a elle
beaucoup plus conservative.

3.2.4 Intérét d’une approche état

Le conservatisme de la borne supérieure de pa obtenue en appliquant le lemme semi-
positif réel reste modéré, et cette approche présente des avantages déterminants :

e Le probléme d’optimisation de la proposition 3.2.1 nécessite de prendre en compte
une infinité de contraintes, alors que la formulation de la proposition 3.2.4 n’en
fait intervenir qu’une. Il n’est donc pas nécessaire de recourir & une résolution sur
un maillage fréquentiel et tout risque de manquer une fréquence critique, i.e. de
surévaluer la marge de robustesse, est évité.

e La méthode proposée ici consiste & résoudre un probléme d’optimisation sous con-
trainte LMI, pour lequel il existe des solveurs performants. Elle est donc trés simple
a mettre en ceuvre.

e Au-deld du calcul d’une borne supérieure de ua, la généralisation & analyse de
robustesse et a la synthése robuste en présence d’incertitudes mixtes LTI/LTV est
aisée, ce qui n’est pas le cas des approches fréquentielles classiques. Ces extensions
sont détaillées aux paragraphes 3.3 pour I'analyse de robustesse et 3.4 pour la syn-
theése robuste.
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3.3 Généralisation a ’analyse de robustesse LTI/LTV

On revient & l'interconnexion de la figure 3.2 (a) et on suppose maintenant que M(s)
est soumis & des incertitudes structurées mixtes LTI/LTV. Le bloc A est donc de la forme
A = diag(Ar1(s),Arv(t)), avec Arr(s) € Arr et Apy(t) € Arv, et aucune hypothése
n’est faite sur la vitesse de variation de Ay (¢). On cherche a déterminer une marge de
robustesse pour le systéme M (s). Pour cela, on associe aux incertitudes A des matrices de
scaling D(w) = diag(Drr(w),Dry) et G(w) = diag(Grr(w),Gry) telles que:

Drj(w) € D Vwe R |
Gri(w) € Gpr Yw € R
Dry € Drv
Grv € Gov

(3.13)

Si 'hypothése 3.2.3 est vérifiée, i.e. si I'on choisit des matrices Dy et Gy constantes
sur IR 1, la proposition 3.2.4 est directement applicable au cas LTI/LTV. On obtient ainsi
une caractérisation d’état convexe du probléme d’analyse de robustesse en présence d’in-
certitudes mixtes LTT/LTV.

Remarque 3.3.1 Lorsque l’on considére des incertitudes LTV, Uhypothése 3.2.3 n’intro-
duit aucun conservatisme supplémentaire car les matrices de scaling correspondantes sont
déja indépendantes de la fréquence dans leur forme la plus générale [Shamma, 1994].

Comme on peut le constater, la prise en compte d’incertitudes mixtes LTT/LTV est im-
médiate. Cette généralisation s’avére beaucoup plus délicate lorsque I'on considére des mé-
thodes fréquentielles. En effet, ces derniéres nécessitent le plus souvent de pouvoir calculer
des matrices de scaling indépendamment & chaque fréquence lorsqu’elles sont développées
dans le cas LTI, ce qui n’est plus possible ici en raison des matrices de scaling constantes
associées aux incertitudes LTV. L’effort & fournir est alors important, comme c’est le cas
notamment au chapitre 2.

3.4 Extension a la synthése robuste LTI/LTV

3.4.1 Deétermination d’un correcteur robuste

Soit l'interconnexion de la figure 3.3, ot P(s) représente un systéme linéaire sta-
tionnaire stabilisable. Le probléme de synthése robuste consiste & déterminer un correc-
teur K(s) et une précommande H(s) qui minimisent la norme Lo-induite du transfert
T, —, entre 'entrée de référence y, et la sortie y en présence d’incertitudes structurées
A = diag(Arr(s),Arv(t)) € A, ot Arr(s) € Apr et Apy(t) € Ay contiennent respec-
tivement des incertitudes LTI et LTV & variations arbitrairement rapides.

On regroupe P(s), K(s) et H(s) au sein d'un méme systéme M (s) de maniére & se
ramener & l'interconnexion de la figure 3.2 (b), puis on applique la proposition 3.2.5 pour
obtenir une borne supérieure de la norme Lo-induite recherchée. Il est alors possible de
mettre en ceuvre ’approche semi-positive réelle de la méme maniére qu’au paragraphe 3.2.2,
mais il en résulte une contrainte fortement non-linéaire et difficilement exploitable si I'on
considére la forme la plus générale de M (s).

Contribution a la commande des systémes saturés en présence d’incertitudes et de variations paramétriques



3.4 EXTENSION A LA SYNTHESE ROBUSTE LTI/LTV 61

A =
’LU= z
P(s)
Yr = H(S) Up _?
U= v
K(s) ==

Figure 3.3 Interconnexion pour la synthése d’un correcteur et d’une précommande robustes.

Pour simplifier le probléme et pouvoir proposer une solution pratique, on introduit les
représentations d’état de P(s), K(s) et H(s):

A| B B, Bs
Ci | Dt Di2 D

Co | D21 Do Dos
C3 | D31 Dsy Dsg

En posant D33 = 0, le systéme M (s) admet la représentation d’état suivante :

P(s) & (3.14)

[ A+ B3DgCs BsCx  (By+ BsDgDsy)Cy

Ay = BrCs Ak BKD?)ZGH
i 0 0 An
[ By + B3sDgDsy, (By+ BsDgDsy)Dy
By = Br D3y By D33Dpy
0 By

o [ C) + D13DgCs Di13Cx  (Dia + D13D Dsy)Cy
;= _
‘ | Co+ Da3DiC3 Do3Ck  (Daz + D3 Dk D32)Ci
D D1 + D13Dg D3y (D12 + D13DKD32)5H ]

cl =

| Dy + DysDcDsy (D + DasDi D3z) Dy

avec éH = [ gm ] et D H= [ ll)m } . En supposant de plus que D3s = 0, les matrices A,
H H

B, Cy et D deviennent affines en K et H. A ce stade, 'application du lemme semi-positif
réel conduit a l'obtention d’une contrainte bilinéaire et une premiére approche consiste
a envisager une résolution directe. Cependant, les solveurs BMI actuels ne permettent
généralement pas de résoudre efficacement des problémes faisant intervenir plus de quelques
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dizaines de variables. Ils sont donc difficilement utilisables lorsque ’on cherche & optimiser
des matrices de type Lyapunov, telle la matrice Z introduite dans la proposition 3.2.6.

Une autre méthode consiste & proposer un schéma de résolution itératif faisant inter-
venir uniquement des contraintes linéaires. Pour qu’une telle approche soit pertinente, il
apparait intéressant de pouvoir optimiser simultanément les matrices de scaling associées
aux incertitudes et les matrices d’état du correcteur et de la précommande, ce qui est pour
I'instant impossible, 'inégalité bilinéaire précédente n’étant convexe ni en D, G, H, ni en
D, G, K. Cependant, la convexité en D, G, H peut étre obtenue sans hypothése supplé-
mentaire en notant de la méme maniére qu’au chapitre 2 que l'inégalité (3.11) reste vérifiée
si 'on change M (jw) en M*(jw). 1l suffit enfin d’imposer D3; = 0 pour que le probléme
devienne également convexe en D, G, K, et doncen D, G, K, H.

Dans ces conditions et lorsque 'hypothése 3.2.3 est vérifiée, la proposition ci-dessous
présente une approche état pour la synthése combinée d’'un correcteur et d’une précom-
mande robustes en présence d’incertitudes mixtes LTI/LTV. L’application du lemme
semi-positif réel permet de remplacer 'infinité de contraintes fréquentielles (3.11) par
I'inégalité (3.15).

Proposition 3.4.1 Soit P(s) un systéme linéaire stationnaire stabilisable défini par sa
représentation d’état (3.14) et vérifiant D3y = 0, D3s = 0, D33 = 0. Soient v un scalaire
positif et T, = diag(I,,y*Iy). S’il existe des matrices de scaling D = diag(Dry,Drv,Im)
et G = diag(GT],GTv,Om) avec Dr; € Drp, Dry € Drv, Grr € Gor et Gry € Grv,
ainst qu’'une matrice Z = R+ 35 € € ™" avec R = R* et S = S* > 0, telles que:

—AuZ — 7 A, —Z°C% — jBuG B,D
—CuZ +jGBY —I,D+ j(GDY — DuG) DyD | <0 (3.15)
DB, DD, D
avec:
[ A + B3sDgCs BsCg Bgé[{ i By BQIN)H
Ay = BrCs Ag 0 By = 0 0
0 0 Ay | 0 By
o [ C1 4 D13sDKC3 Di3Cx D1aCr D [ D1y DiaDy
cd = ~ cd = ~
| Co+ Do3DkCs  Do3Ckg DaaCh | Da1 D22 Dp

alors Uinterconnezion de la figure 3.3 est stable et ||Ty, —yll,., <7 VA € B(A).

Le probléme de synthése considéré ici consiste & minimiser la valeur de 7 sous la contrainte
bilinéaire (3.15) par rapport aux matrices de scaling D, G, aux matrices d’état A, By,
Ck, Dg du correcteur et Ay, By, Cp, Dy de la précommande, ainsi qu’a la matrice de
type Lyapunov Z.

Remarque 3.4.2 D’un point de vue pratique, les contraintes sur la transmission directe
de P(s) ne nuisent pas a la généralité du probleme. Il est en effet toujours possible d’insérer
des filtres passe-bas représentatifs de capteurs en amont du correcteur K(s) au niveau de
la sortie v, ce qui a pour effet d’annuler les matrices D3y, D3y et Dss.
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3.4.2 Aspects algorithmiques

Deux cas particuliers méritent d’étre signalés, pour lesquels le probléme d’optimisation
de la proposition (3.15) est convexe et peut étre résolu aisément a ’aide d’un solveur LMI.

1. Fixer K(s) et H(s) revient a considérer le probléme de performance robuste traité
dans le paragraphe 3.2.2.

2. Fixer uniquement K (s) revient a s’intéresser a la synthése d’une précommande ro-
buste. L’inégalité (3.15) étant convexe par rapport & D, G, Z, By et Dy, le probléme
considéré peut donc étre résolu directement dans le cas d’une précommande statique,
ou dans celui d’'une précommande dynamique si les matrices Ag et C'y sont fixées
a priori. Ce résultat permet de dresser un paralléle avec le paragraphe 2.3, ot 'on
montre que la convexité est préservée a condition que la précommande soit mise sous
la forme H(s) = Y i, 0;H;(s), ou les H,(s) sont fixés, ce qui revient exactement a
fixer les matrices Ay et Cp.

Dans ces deux cas, le correcteur K (s) est fixé et il n’est donc pas nécessaire d’imposer de
contraintes sur la transmission directe du systéme P(s).

Dans le cas général, 'inégalité (3.15) est cependant bilinéaire. On introduit alors ’al-
gorithme ci-dessous qui consiste & résoudre alternativement le probléme d’optimisation de
la proposition 3.4.1 par rapport & D, G, Z d’une part et D, G, K, H d’autre part.

Algorithme 3.4.3 (Synthése combinée de correcteur et précommande robustes)

1. Déterminer un correcteur initial K(s) qui garantit la stabilité robuste de [’intercon-
nexion de la figure 3.3, puis une précommande initiale H(s). Soit v le niveau de
performance obtenu.

2. Fizer les matrices Ax, Bi, Ckx, Dk et Ay, By, Cg, Dg. Minimiser v sous la
contrainte linéaire (3.15) par rapport 4 D, G et Z.

3. Fizer la matrice Z. Minimiser vy sous la contrainte linéaire (3.15) par rapport a D, G,
Ak, Bk, Ck, Dk et Ag, Bu, Cu, Dg. Soit Yoy la valeur obtenue. Siyop > (1—€)v0,
ou € > 0 représente une tolérance donnée, interrompre l’algorithme car la décroissance
du critere est devenue trop faible. Sinon, poser vo = Yopt €t retourner a l’étape 2.

La valeur de 7,y décroit d’une itération a l’autre, ce qui assure la convergence de l'al-
gorithme en un nombre fini d’itérations. La valeur finale constitue une borne supérieure
de la norme Lo-induite recherchée, mais rien ne permet d’affirmer qu’elle correspond au
minimum global du probléme d’optimisation de la proposition 3.4.1, i.e. vers la valeur mi-
nimale de v vérifiant I'inégalité (3.15). Mais contrairement & d’autres méthodes telles que
la (D,G) — K itération [Young, 1996/, les matrices de scaling D et G sont ici optimisées &
chaque étape de l'algorithme, ce qui permet d’améliorer la convergence.

La méthode proposée dans ce chapitre présente également d’autres avantages par rap-
port & la désormais classique (D,G) — K itération [Young, 1996]. Elle permet en effet la
synthése combinée d’un correcteur et d’une précommande robustes, dont ’ordre et la struc-
ture peuvent étre choisis librement. Le fait d’imposer des matrices de scaling constantes
sur IR 4 est certes source de conservatisme, mais ce dernier demeure le plus souvent modéré
comme le montre le paragraphe 3.2.3. D’autre part, 'approche proposée ici est particu-
lidrement aisée a mettre en ceuvre d’un point de vue algorithmique. A l'inverse, dans la
(D,G) — K itération, les matrices de scaling sont calculées sur un maillage fréquentiel et
doivent ensuite étre interpolées sur IR | tout entier. Rien ne garantit alors que les réponses
fréquentielles des systémes D(s) et G(s) ainsi obtenus soient proches des valeurs optimisées
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en chaque point du maillage. De plus, cette méthode n’est pas adaptable facilement dans
le cas d’incertitudes mixtes LTI/LTV, car il n’est plus possible de résoudre le probléme
indépendamment en chaque point du maillage en raison des matrices de scaling constantes
associées aux incertitudes LTV.

3.5 Application & un modéle d’avion de combat

L’objectif de ce paragraphe est d’évaluer sur un modéle d’avion de combat les techniques
d’analyse et de synthése robustes en présence d’incertitudes mixtes LTI/LTV détaillées
aux paragraphes 3.3 et 3.4. Lorsque cela est possible, les résultats sont comparés a ceux
de Papproche fréquentielle introduite au chapitre 2.

3.5.1 Modéle non-linéaire initial et modéle linéarisé

Le modéle non-linéaire initial est extrait de [Doll et al., 2005]. Il est représentatif du
mouvement longitudinal d’un avion de combat en vol subsonique a une altitude de 40000 ft.
Son comportement en boucle ouverte est décrit par les équations ci-dessous.

. K2
= —K1 M Cx(a,Muc +q+ ==
o 1 (a,M,u.) cos(a) + q % (3.16)

q = K3 M2 Cm(a7M7uc)

Le vecteur d’é¢tat = = [a ¢]7 est constitué de I’angle d’incidence a et de la vitesse de
tangage ¢, et on suppose qu’il est entiérement mesuré. La commande wu. correspond &
I’angle de braquage de I’empennage horizontal, tandis que M désigne le nombre de Mach.
Les coefficients aérodynamiques C, et C), sont quant & eux modélisés par des fonctions
polynomiales, et les coefficients K7 & K5 sont constants.

C.(a,Mu;) = Coo(M)a+ (1— K4M?) Cos(M) ue

Cm(aaMauc) = Cma(M) a+ K5C’qu(]\4) q-+ (1 - K4M2) Cmé(M) Ue

On considére des angles d’incidence inférieurs a 20 deg, ce qui permet de remplacer la
fonction trigonométrique cos(a) dans ’équation (3.16) par son approximation polynomiale
1—a?/2. D’autre part, seul le mode d’oscillations d’incidence est étudié ici et il est réaliste
de considérer que le nombre de Mach varie peu sur I'horizon de temps considéré. Ainsi, le
terme K5 /M reste quasiment constant et peut étre assimilé & une perturbation extérieure
rejetée par le systéme en boucle fermée en raison de 'intégrateur présent dans le correcteur
(voir figure 3.4). Ce terme est donc ignoré dans la suite de I’étude.

Le modeéle d’état non-linéaire ainsi adapté & = f(z,u.) est mis sous forme LFT
v = Fu(G(s),A)u. a I'aide de la LFR Toolbox [Magni, 2006]. Plus précisément, les re-
lations & = 10 + 1087 et M = 0.7 + 0.2 02 sont injectées dans les équations (3.16) de telle
sorte que d; € [—1,1] et dy € [—1,1] correspondent respectivement a a € [0,20deg] et
M € [0.5,0.9], i.e. au domaine de validité du modele. A ce stade, le bloc A est constitué
de paramétres LTV répétés:

A = Ary(t) = diag(61(t)12,62(t)I7)

Il est également possible d’introduire des incertitudes paramétriques LTI d3 & §7 sur les
coefficients C; et Cy,;. Par exemple, poser C,o = C,q,(1+40.0593) avec 63 € [—1, 1] revient
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a prendre en compte une incertitude de £5 % sur C,, autour de la valeur nominale C.,,.
Ainsi, le bloc A regroupe désormais au sein d’une structure unique des paramétres LTV
et des incertitudes LTT:

A = diag(Ary (t),Arr) = diag(d1(t)12,02(t)I7,03,04,05,06,07)

Un actionneur linéaire du second ordre:

A(s)

w

- 82 + 26(1010,8 + wg

avec & = 0.7 et w, = 150rad/s compléte le modeéle en boucle ouverte, puis un correcteur :

u:K[/(a,—a) a q]T

est introduit, ol «, représente l'angle d’incidence de référence. Enfin, une précommande
H(s) convertit cet angle «,. en un braquage approprié¢ u, de 'empennage horizontal. La
structure compléte du systéme en boucle fermée est représentée sur la figure 3.4.

A

actionneur w | modeéle avion | 2

A(s) Uc G(s)

Figure 3.4 Structure du modéle en boucle fermée.

La performance robuste est définie par la fonction de transfert 7, _,, entre I'angle
d’incidence de référence y,. = «, et la différence y = a,- — a entre I'angle de référence et
I’angle effectif.

3.5.2 Analyse de robustesse

On considére le systéme en boucle fermée de la figure 3.4, avec un correcteur K (s) de
type PID synthétisé par une approche modale. La précommande n’est pas prise en compte
pour le moment, i.e. H(s) = 0. Une analyse de stabilité et de performance robustes est alors
réalisée afin de comparer approche état proposée dans ce chapitre (méthode 1) avec lap-
proche fréquentielle présentée au chapitre 2 (méthode 2). Les résultats sont regroupés dans
le tableau 3.2. Ils montrent que la premiére méthode est pratiquement non-conservative
par rapport a la seconde, bien que les matrices de scaling D et G associées aux incertitudes
LTT soient constantes sur IR ;. D’autre part, les temps de calcul sont 1égérement inférieurs
dans le premier cas, ce qui s’explique par I'ordre peu élevé du systéme, qui a tendance &
favoriser 'approche état par rapport a I’approche fréquentielle.
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Méthode 1 Méthode 2
Stabilité Valeur de Bp 0.880 0.876
robuste Temps de calcul 29s 30s
Performance Valeur de ~yopt 2.341 2.315
robuste Temps de calcul 20s 76

Tableau 3.2 Analyse de stabilité et de performance robustes.

3.5.3 Synthése robuste

Une précommande d’ordre 1 est tout d’abord synthétisée, dont I'unique poéle est fixé
a —3. L’objectif v est minimisé sous la contrainte LMI (3.15) par rapport aux variables
d’optimisation D, G, Z, By, Dy, et la valeur optimale 7,,; = 1.375 est obtenue en 28s.
L’introduction d’une précommande d’ordre 1 permet donc de réduire ~y,,; de plus de 40%,
ce qui montre 'efficacité de la méthode de synthése proposée. D’autre part, si la synthése
est réalisée par 'approche fréquentielle du chapitre 2, on obtient en 90's la valeur minimale
Yopt = 1.335. Cela traduit une fois encore le trés faible conservatisme de 1'approche état,
puisque la différence entre ces deux valeurs de 7op; n'est que de 3%.

L’objectif est maintenant de mettre en ceuvre 'algorithme 3.4.3 afin de réaliser une syn-
thése combinée d’un correcteur et une précommande robustes permettant de minimiser la
norme Lo-induite du transfert T;, _.,. Le correcteur PID calculé au paragraphe 3.5.2 assure
que B¢ < 1, ce qui garantit la stabilité du systéme en boucle fermée pour tout opérateur
A € B(A). L’algorithme 3.4.3 est alors exécuté en utilisant ce correcteur comme point
d’initialisation. Aprés 5 itérations (83s), on obtient 7o, = 1.164. Il apparait donc possible
de réduire de maniére significative la valeur de <., en un nombre peu élevé d’itérations.
De plus, la décroissance de 'objectif est réguliére, ce qui traduit les bonnes propriétés de
convergence de ’algorithme.

Conclusion

Ce chapitre introduit la notion de semi-positivité réelle pour des systémes & données
complexes et en propose une caractérisation & ’aide d’une version généralisée du lemme
KYP. La principale contribution consiste alors & appliquer ce résultat dans le contexte de la
p-analyse : une formulation d’état convexe et de dimension finie d’une borne supérieure de
A peut étre obtenue & condition de considérer des matrices de scaling D et G complexes,
mais constantes sur IR ;. Dans le cas de systémes rigides, cette borne se révéle trés peu
conservative par rapport a la formulation fréquentielle classique, et est beaucoup plus facile
a calculer. Elle est également beaucoup moins conservative que la borne obtenue a ’aide
du lemme KYP classique qui nécessite d’optimiser des matrices de scaling constantes sur
I’ensemble IR tout entier. Cette derniére est en effet communément utilisée pour décrire des
incertitudes LTV a variations arbitrairement rapides, et n’est donc pas adaptée a la prise en
compte d’incertitudes LTI. D’autre part, le formalisme proposé dans ce chapitre peut étre
aisément étendu & I'analyse de robustesse et a la synthése robuste en présence d’incertitudes
mixtes LTI/LTV. Un algorithme permettant la synthése combinée d’un correcteur et d’une
précommande robustes est ainsi proposé. L’application & un modéle d’avion de combat et
la comparaison avec d’autres méthodes donnent des résultats prometteurs.
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Notations
BMI Inégalité Matricielle Bilinéaire
1QC Contrainte Quadratique Intégrale
KYP Kalman-Yakubovich-Popov
LFT Transformation Fractionnaire Linéaire
LMI Inégalité Matricielle Linéaire
LTI Linéaire Invariant dans le Temps
LTV Linéaire Variant dans le Temps
R Ensemble des nombres réels
R Ensemble des nombres réels positifs
| Ensemble des matrices réelles de taille m x n
C Ensemble des nombres complexes
c Ensemble des matrices complexes de taille m x n
c" Ensemble des vecteurs complexes de taille n
I, Matrice identité de taille m x m
O Matrice nulle de taille m x m
M Conjuguée de la matrice M
MT Transposée de la matrice M
M* Transconjuguée de la matrice M
M <N M — N semi-définie négative (avec M et N hermitiennes)
Fu(M,N) LFT supérieure (voir annexe)
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Deuxiéme partie

Synthése anti-windup dynamique






Chapitre 4

INTRODUCTION A I’ANALYSE DES SYSTEMES
SATURES

Résumé: La synthése de lois de commande performantes pour des systémes saturés
constitue I'un des enjeux majeurs de I’automatique non-linéaire. Ce chapitre introductif
présente tout d’abord quelques résultats généraux relatifs & la théorie de la stabilité de
Lyapunov ainsi que plusieurs approches permettant de modéliser des non-linéarités de
type saturation. La combinaison de ces différents éléments permet alors de formuler les
problémes de I'estimation du domaine de stabilité et de la mesure du niveau de performance
d’un systéme linéaire saturé a ’aide d’inégalités matricielles linéaires. L’extension de ces
techniques d’analyse a la synthése de correcteurs est briévement abordée, faisant ainsi le
lien avec le chapitre 5, ol sont proposées de nouvelles techniques de synthése anti-windup.

Mots clés: stabilité de Lyapunov, fonctions de Lyapunov, saturations, zones mortes,
modélisation polytopique, condition de secteur, estimation du domaine de stabilité, per-
formance d’un systéme saturé, synthése anti-windup.
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Les saturations et autres non-linéarités statiques sont ommniprésentes dans les problé-
matiques industrielles modernes. L’un des enjeux majeurs de 'automatique non-linéaire
consiste donc & synthétiser des lois de commande performantes pour des systémes li-
néaires saturés. La littérature est abondante sur ce sujet et de nombreuses approches
permettent désormais de formuler des conditions de stabilité et de stabilisation plus ou
moins conservatives.

L’objectif de ce chapitre est de présenter les techniques existantes d’analyse des sys-
témes saturés puis d’introduire quelques éléments de synthése anti-windup. Il ne s’agit pas
ici de réaliser une étude bibliographique exhaustive, mais plutot d’insister sur les résultats
et les propriétés utiles a la compréhension du chapitre suivant.

Le chapitre est organisé autour de quatre grands axes. Le paragraphe 4.1 introduit la
notion de domaine de stabilité et présente quelques résultats généraux relatifs a la théorie de
Lyapunov. Le paragraphe 4.2 est quant a lui consacré a la représentation des non-linéarités
de type saturation. L’accent est notamment mis sur la modélisation polytopique et sur
I’approche par condition de secteur. La combinaison de ces éléments au paragraphe 4.3
permet alors d’obtenir des formulations convexes des problémes de ’estimation du domaine
de stabilité et de la mesure du niveau de performance pour un systéme linéaire saturé. Enfin,
I’extension de ces techniques d’analyse a la synthése de correcteurs est briévement abordée
dans le paragraphe 4.4, qui permet de faire le lien avec le chapitre 5, ol sont proposées de
nouvelles techniques de synthése anti-windup.

4.1 Stabilité des systémes non-linéaires

4.1.1 Existence d’un domaine de stabilité

Etudier la stabilité d’un systéme linéaire est relativement aisé. La réponse est en effet
binaire : le systéme est globalement stable ou instable, et ce quelles que soient les conditions
initiales. Dans le cas d’un systéme non-linéaire, et notamment d’un systéme saturé, la
notion de stabilité est en revanche plus complexe, car elle peut devenir locale.

Pour illuster cette différence, on considére un systéme linéaire instable en boucle ou-
verte, pour lequel une loi de commande stabilisante a été calculée. On suppose alors que
I’amplitude maximale de la commande est bornée en raison d’une limitation physique de
I’actionneur, puis on initialise ’état du systéme de sorte que le signal délivré par le correc-
teur présente une amplitude supérieure a cette valeur limite. Tout se passe alors comme
si le systéme fonctionnait en boucle ouverte, et son comportement correspond & celui d’un
systéme linéaire instable soumis & une entrée constante. L’amplitude des signaux en sortie
est donc susceptible de diverger rapidement. Ces signaux étant utilisés par le correcteur,
une divergence des signaux de commande est également probable, d’olt une poursuite du
fonctionnement saturé. Par ce raisonnement intuitif, on voit bien qu’un tel systéme linéaire
saturé n’est certainement pas stable globalement. Par contre, une initialisation du vecteur
d’état au voisinage de l'origine conduit a un fonctionnement non saturé, et donc & un
comportement localement stable.

Dans ce contexte se pose alors la question de déterminer le domaine de stabilité associé
4 un point d’équilibre, i.e. le plus grand sous-ensemble de I'espace d’état autour d’un point
d’équilibre a I'intérieur duquel aucune initialisation du systéme n’engendre d’instabilité. On
s’appuie pour cela sur la théorie de Lyapunov, présentée briévement au paragraphe 4.1.2,
qui propose une caractérisation de la stabilité dans ’espace d’état.

Cependant, le domaine de stabilité exact (également appelé bassin d’attraction) d’un
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systéme non-linéaire peut étre particuliérement complexe, méme dans le cas apparem-
ment simple des systémes linéaires saturés. Vouloir en déterminer précisément les contours
pose donc des problémes numériques qui deviennent rapidement insurmontables lorsque le
nombre d’états du systéme augmente. En pratique, on s’intéresse plutét a des méthodes
de calcul fournissant une évaluation conservative du domaine de stabilité exact, i.e. un do-
maine de stabilité garanti strictement inclus dans le domaine réel (voir paragraphe 4.1.3).

4.1.2 Stabilité au sens de Lyapunov

La théorie de Lyapunov a été introduite & la fin du 19°™€ siécle afin d’étudier la stabilité
des systémes dynamiques [Lyapunov, 1992]. Plus précisément, elle s’intéresse a des systémes
continus & temps invariant et de dimension finie dont le comportement est décrit par une
équation différentielle vectorielle du premier ordre éventuellement non-linéaire :

{ z(t) = f(x(t))

z(0) = o€ R" (1)

Définition 4.1.1 (point d’équilibre) Un vecteur z. € IR™ est appelé point ou état
d’équilibre du systeme (4.1) s’il vérifie f(ze) = 0.

Tout point d’équilibre pouvant étre ramené a l'origine par le changement de variable
T < T — T, On se contente sans perte de généralité d’étudier la stabilité lorsque le point
d’équilibre vaut x, = 0.

Définition 4.1.2 (stabilité) L’état x. = 0 est un point d’équilibre stable pour le sys-
teme (4.1) si pour tout € € IR 4, il existe § € Ry tel que:

|lzoll <6 = ||z(t)]| < eVte R4 (4.2)

Définition 4.1.3 (attractivité) L’état x. = 0 est un point d’équilibre attractif pour le
systeme (4.1) s’il existe un voisinage Q@ C IR™ de lorigine tel que :

xg € Q= tlim z(t) =0 (4.3)

Définition 4.1.4 (stabilité asymptotique) L état x. = 0 est un point d’équilibre asymp-
totiquement stable pour le systeme (4.1) s’il est stable et attractif.

Le théoréme ci-dessous permet alors de caractériser la stabilité ou la stabilité asymptotique
d’un point d’équilibre.

Théoréme 4.1.5 (caractérisation de la stabilité) Soit Q@ C IR"™ un voisinage de l'ori-
gine. S’il existe une fonction V. : Q — IR continue sur Q et différentiable sur Q ~ {0}
telle que :

1. V(x) > 0 pour tout x € Q ~ {0} et V(0) =0,
2. V(z) <0 pour tout x € Q,

alors létat x. =0 est un point d’équilibre stable pour le systéeme (4.1). Si de plus V' vérifie :
3. V(x) < 0 pour tout z € Q ~ {0},

alors létat x. = 0 est un point d’équilibre asymptotiquement stable pour le systéme (4.1).
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Remarque 4.1.6 Lorsque les hypothéses du théoréme 4.1.5 sont vérifiées, l’ensemble 2
associé & la fonction de Lyapunov V représente un domaine de stabilité garanti du sys-
teme (4.1). On se contente ici de cette notion de stabilité locale, les systémes saturés consi-
dérés en pratique n’étant le plus souvent pas stables globalement, i.e. pour tout xg € IR™.

Le théoréeme 4.1.5 traduit en termes mathématiques un concept physique élémentaire :
si I’énergie totale d’'un systéme se dissipe continuement, i.e. décroit avec le temps, alors
ce systéme évolue vers un état d’équilibre stable. L’idée consiste donc & déterminer une
fonction positive V associant a chaque état x du systéme un niveau d’énergie, puis a prouver
que cette fonction décroit le long de toutes les trajectoires du systéme initialisées dans un
sous-ensemble € de 'espace d’état.

4.1.3 Recherche de fonctions de Lyapunov

Une telle approche est intéressante, car elle permet d’évaluer la stabilité sans résoudre
directement le systéme (4.1), ce qui constitue souvent un probléme difficile. Cependant,
le théoréme 4.1.5 ne donne pas d’indication sur la maniére de construire une fonction de
Lyapunov V, et ce résultat trés général s’avére inexploitable en I’état. Dans la pratique,
on adopte une stratégie conservative qui consiste a rechercher :

e des fonctions de Lyapunov V dans un espace fonctionnel restreint,

e des domaines de stabilité 2 dont le contour est défini par une courbe de niveau de la
fonction de Lyapunov, i.e. du type:

Qec)={zeR": V(z) <c} (4.4)

ou ¢ représente un réel positif donné.

Il apparait essentiel de choisir des fonctions de Lyapunov adéquates afin de pouvoir gérer
au mieux le compromis entre taille du domaine estimé et complexité numérique.

Remarque 4.1.7 Les domaines définis par une relation du type (4.4) vérifient une pro-
priété d’inclusions successives le long de toute trajectoire du systéme. En effet, pour tous
c1,c2 € Ry, onacy > co = Qea) C Qcy). Comme V(x) est déterminée de maniére a
étre décroissante le long des trajectoires du systéme, on peut en déduire que si & un instant
t1, l’état du systéeme appartient au domaine 2(cy), alors pour tout instant t > tq, il appar-
tiendra a un domaine Q(c) strictement inclus dans le domaine initial, dont il ne pourra
plus s’échapper. On parle de domaines de stabilité invariants contractifs.

Les fonctions de Lyapunov les plus largement utilisées sont les fonctions quadratiques,
notamment dans les domaines de ’analyse de robustesse des systémes linéaires et de la
synthése robuste. Elles donnent parfois des résultats conservatifs mais conduisent souvent &
des caractérisations convexes facilement exploitables d’un point de vue numérique. Comme
leur nom l'indique, de telles fonctions sont quadratiques en I’état & du systéme et s’écrivent
sous la forme:

V(z) =2’ Px (4.5)

ou P représente une matrice symétrique définie positive, ce qui garantit que V(z) > 0
pour tout € IR™ ~\ {0}. En outre, les domaines de stabilité associés correspondent a des
ellipsoides::

Ep(c)={zeR": 2"Pr<c} (4.6)

dont la taille peut étre aisément maximisée. En effet, le volume d’un ellipsoide défini par
la relation (4.6) est proportionnel au déterminant de la matrice Q = P~!. Maximiser le
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volume de Ep revient donc & maximiser le déterminant de (), ce qui constitue un probléme
convexe |Vandenberghe et al., 1998|. Enfin, le choix de fonctions quadratiques permet
d’exprimer de maniére simple la décroissance de V(z) et donc les conditions de stabilité
du systéme saturé (voir paragraphe 4.3).

D’autres catégories de fonctions de Lyapunov peuvent étre envisagées :

e les fonctions de Popov, également appelée fonctions de Lur’e [Gomes da Silva Jr et
al., 2002; Hindi et Boyd, 1998],

e les fonctions quadratiques par morceaux [Johansson et Rantzer, 1998; Mulder et
Kothare, 2000],

e les fonctions polyédrales [Gomes da Silva Jr et Tarbouriech, 1999; Blanchini, 1995],

e les fonctions polynomiales [Chesi et al., 2003],

e ct plus récemment, I’enveloppe convexe ou le maximum point par point d’une famille
de fonctions quadratiques [Hu et al., 2005a).

Toutes ces fonctions offrent plus de degrés de liberté que les fonctions quadratiques clas-
siques et permettent donc de réduire le conservatisme. Elles présentent également d’autres
avantages. Ainsi, les fonctions de Popov permettent de prendre explicitement en compte
le profil des saturations par l'introduction de termes intégraux. L’utilisation de fonctions
quadratiques par morceaux apparait quant a elle naturelle dans la perspective d’étudier les
systémes linéaires saturés, qui peuvent étre vus comme des systémes affines par morceaux.
Cependant, 'utilisation de telles fonctions s’avére souvent délicate, notamment dans la
perspective de développer des outils de synthése :

e Les domaines de stabilité associés peuvent étre difficiles a optimiser en raison de leur
forme particuliére. Dans certains cas, il n’existe pas de condition simple permettant
de maximiser leur taille dans une direction donnée de ’espace d’état.

e Il n’est souvent pas possible d’obtenir une formulation convexe du probléme de syn-
thése, ce qui conduit a proposer des résolutions itératives dont la convergence peut
étre délicate. Dans le cas des fonctions les plus complexes, il n’existe parfois méme
pas de caractérisation convexe de la stabilité ou de la perfomance.

e Une diminution du conservatisme s’accompagne généralement d’'une augmentation
des variables d’optimisation, ce qui peut s’avérer rédhibitoire en termes de temps
de calcul.

On se limitera donc ici & 'approche quadratique, I’objectif étant de proposer des méthodes
de synthése pouvant étre mises en ceuvre sur des applications réalistes.

4.2 Représentation des non-linéarités de type saturation

Le choix d'une fonction de Lyapunov quadratique V(z) = 27 Pz avec P = PT > 0
assure que V(z) > 0 pour tout z € IR"™ \ {0}, et ce quel que soit I'opérateur f(.) décrivant
I’évolution de I'état = du systéme. Par contre, déterminer si une telle fonction vérifie la
relation V(z) < 0 sur un sous-ensemble Q de P'espace d’état n’est pas aussi immédiat.

On s’intéresse ici au cas particulier des systémes linéaires saturés, pour lesquels I’'équa-
tion différentielle (4.1) peut s’écrire sous la forme:

i = Az + BV (Cx) (4.7)

ot A e R™™ B e R™™ et C € R™ " sont des matrices constantes, tandis que ¥y (.)
est un opérateur non-linéaire constitué¢ de m saturations 1, (.):

U (2) = [Yn(z1) - Yy, (2] (4.8)
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et L = diag(ly,...,l,) une matrice diagonale correspondant aux niveaux de saturation
(voir paragraphe 4.2.1). La condition de décroissance de V le long des trajectoires du
systéme (4.7) s’exprime donc sous la forme:

V(z) = 2" Pi+ i Pr = 2T (ATP 4+ PA)x + 22" PBY(Cx)) <0 (4.9)

L’inégalité (4.9) est non-linéaire et il est difficile de déterminer directement le sous-ensemble
de l'espace d’état sur lequel elle est vérifiée. La stratégie consiste donc & proposer une
caractérisation (conservative) de 'opérateur saturation Wy (.) permettant de remplacer la
relation V(a;) < 0 par une condition suffisante convexe. Deux approches sont
couramment utilisées :

e la modélisation polytopique,

e la modélisation par non-linéarités de secteur.
La définition exacte de la fonction saturation est rappelée au paragraphe 4.2.1 puis ces
deux caractérisations sont présentées respectivement aux paragraphes 4.2.2 et 4.2.3.

Remarque 4.2.1 [l existe d’autres maniéres de caractériser l'opérateur Wr(.), en divisant
par exemple Uespace d’état en régions de saturation [Gomes da Silva Jr et Tarbouriech,
1999/, mais elles sont plutét adaptées a des fonctions de Lyapunov non quadratiques et ne
sont donc pas présentées ici.

4.2.1 Définition de la fonction saturation

Une fonction saturation v;(.) est une fonction linéaire par morceaux définie par:
z sl oz <1
P(z) =< 1 st z > 1 (4.10)
-l si oz < -l
ol [ représente un nombre réel positif, et dont la caractéristique est représentée sur la
figure 4.1 (a). Une telle non-linéarité intervient dans la modélisation de nombreux systémes
physiques et présente donc un intérét pratique indéniable.

\ Yi(2) Pu(2)

A

\
\

(a) (b)
Figure 4.1 Non-linéarités de types saturation et zone morte
D’un point de vue théorique, il s’avére en revanche plus intéressant de travailler avec

une fonction zone morte ¢;(.) semblable & celle représentée sur la figure 4.1 (b), et dont
I’expression est donnée par:

0 si 2| <1
d(z)=49 z—1 st z > 1 (4.11)
210 st oz < =l
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En effet, une zone morte est nulle dans le domaine de fonctionnement linéaire, ce qui
permet de déterminer facilement la dynamique du systéme nominal, i.e. non saturé.

I est important de souligner que tout systéme affecté par des saturations Wr(.) peut
étre transformé de maniére a ne faire intervenir que des zones mortes ®(.) en notant que:

Ur(z)+@r(2) =2 (4.12)

De plus, si ’on pondére les entrées et sorties du systéme saturé, on peut supposer sans perte
de généralité que ces zones mortes sont normalisées, i.e. que L = I,,,. Plus précisément, on
peut réécrire le systéme (4.7) sous la forme:

i = Az + B®(Cx) (4.13)

ot ®(.) représente un opérateur non-linéaire constitué de m zones mortes normalisées et :

A = A+ BC
B = —BL (4.14)
C = L7'C

On se limitera donc dans la suite & I’étude des systémes linéaires soumis & des zones mortes
normalisées et décrits par la relation (4.13).

4.2.2 Modélisation polytopique

La modélisation polytopique a été introduite par [Hu et al., 2002| et repose sur 'appli-
cation du résultat ci-dessous au systéme saturé (4.13).

Lemme 4.2.2 Soit ®(.) un opérateur non-linéaire constitué de m fonctions zone morte
normalisées. Soit v € R™ avec |v;| < 1 Vi € [1,m]. Pour tout vecteur z € IR™, il existe
une matrice A = diag (A1, ..., A\m) € R™ ™ avec \; € [0,1] Vi € [1,m] telle que:

O(z) = (I, — A)(z —v) (4.15)
Si l'on pose v = Hx, avec H € R™*" le systéme (4.13) s’écrit sous la forme:
t=(A+BM(A)zx (4.16)

avec M (A) = (I, — A)(C — H). Comme la matrice A appartient a un polytope constitué
de 2™ sommets définis par:

== {diag (M1, ..., Am),A\i =0o0u 1} (4.17)

les trajectoires de ce systéme sont couvertes par celles du systéme polytopique:
t=Ax, Acco({A+BM(A),A €=}) (4.18)
a condition que |H;z| < 1 pour tout i € [1,m], o H; désigne la i€ ligne de H. L’opéra-

teur non-linéaire ®(.) a donc disparu et I’on se retrouve dans le cadre d’une modélisation
classique d’un systéme linéaire incertain, ce qui facilite grandement ’analyse de stabilité.
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4.2.3 Modélisation par non-linéarités de secteur

Une alternative a la modélisation polytopique consiste a exploiter la condition de sec-
teur modifiée proposée par [Gomes da Silva Jr et Tarbouriech, 2005].

Lemme 4.2.3 Soit ®(.) un opérateur non-linéaire constitué de m fonctions zone morte
normalisées. Pour tous vecteurs z,w € IR™ tels que |z; + w;| < 1 Vi € [1,m], l'inégalité :

d(2)TA(@(2) +w) <0 (4.19)

est vérifiée pour toute matrice diagonale définie positive A € IR"™*™,

Une interprétation graphique de ce résultat est proposée sur la figure 4.2 (b) dans le
cas ol m = 1. La zone représentée en gris correspond a I’ensemble des valeurs pouvant étre
prises par une fonction ®(.) qui vérifie la condition (4.19). Elle contient la fonction zone
morte (tracée en gras), mais se s’y limite pas, ce qui traduit un certain conservatisme. Ce
dernier demeure cependant raisonnable, et méme nul dans le domaine de fonctionnement
linéaire correspondant a l'intervalle [—1,1].

surface pénalisante

A P(z) As A o(z)

1\ | A
1Mz V 1 2

condition classique condition modifiée

(a) (b)

Figure 4.2 Conditions de secteur pour une non-linéarité de type zone morte.

Remarque 4.2.4 La condition (4.19) énoncée par le lemme 4.2.3 est plus contraignante
que la condition de secteur classique utilisée jusqu’alors, qui s’exprime de la maniére sui-
vante [Khalil, 1996/ :

O(2)TA(®(2) —T2) <0 (4.20)

ot Y représente une matrice diagonale fixée a priori qui vérifie 0 < Y < I,. Le fait
d’imposer w = =Yz dans la relation (4.19) pour obtenir l'inégalité (4.20) se traduit sur
la figure 4.2 (a) par Uapparition de surfaces pénalisantes en termes de conservatisme dans
la zone de fonctionnement linéaire du systéme. De plus, la condition classique (4.20) n’est
valable que localement pour des valeurs de z comprises dans lintervalle [—M, M], alors
que la condition modifiée (4.19) est globale.

Afin de pouvoir exploiter le lemme 4.2.3, il reste & relier le vecteur w a I'état = du
systéme saturé. En posant w = Hz de la méme maniére qu’au paragraphe 4.2.2, avec H
une matrice quelconque, la condition de secteur modifiée devient plus conservative mais
conduit a des contraintes quadratiques facilement exploitables (voir paragraphe 4.3). Ainsi,
en définissant I’ensemble polyédral :

S={zeR":|(C;+H)z| <1Viel[l,n]} (4.21)
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on est ramené a 1'étude du systéme & = Az + B®(Cxz) ou l'opérateur ®(.) vérifie:

d(Cz)TA(®(Cx)+ Hz) <0 Yz €S (4.22)

4.3 Analyse des systémes saturés

La modélisation polytopique présentée au paragraphe 4.2.2 permet d’obtenir des condi-
tions de stabilité et de performance pour le systéme saturé (4.13) sous forme d’inégalités
matricielles linéaires. En outre, ces conditions sont valables dans un cadre trés général : elles
permettent notamment de prendre en compte des saturations imbriquées, ce qui corres-
pond au cas oul la transmission directe du systéme (4.13) est non nulle [Hu et al., 2005b].
Cependant, si les résultats d’analyse sont prometteurs, il n’en est pas de méme pour la
synthése. La détermination d’un correcteur anti-windup nécessite en effet de résoudre un
probléme non convexe, et ce méme dans le cas d’un correcteur statique [Cao et al., 2002].

L’objectif des travaux de thése étant principalement de développer des outils de syn-
thése anti-windup, on privilégie donc naturellement 1’approche par condition de secteur
modifiée présentée au paragraphe 4.2.3. Cette derniére permet en effet d’obtenir une for-
mulation convexe du probléme d’anti-windup statique (voir paragraphe 4.4), et on montre
au chapitre 5 qu’il en est de méme dans le cas dynamique. Mais avant d’aborder le probléme
de synthése, on s’intéresse tout d’abord dans ce paragraphe a ’obtention de conditions de
stablité et de performance pour un systéme saturé & l'aide des outils présentés aux para-
graphes 4.1 et 4.2.

4.3.1 Estimation du domaine de stabilité

On considére l'interconnexion de la figure 4.3 ou M(s) représente un systéme linéaire
stationnaire stable admettant pour représentation d’état :

r = Ax + Byw
M(s) : z = Cygx €R™ (4.23)
z(0) = zp €R"

On cherche alors a déterminer le plus grand domaine de I'espace d’état sur lequel la stabilité
du systéme (4.23) peut étre garantie malgré la présence de zones mortes normalisées :

w = P(2) (4.24)

Figure 4.3 Interconnexion non-linéaire pour ’analyse de stabilité.

Remarque 4.3.1 On suppose que la transmission directe du systéme (4.23) est nulle, ce
qui revient @ ne pas prendre en compte de saturations imbriquées. Ce choix est motivé par
les deur arguments suivants :
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e Les saturations imbriquées apparaissent le plus souvent lorsque ’on considére des ac-
tionneurs limités a la fois en amplitude et en vitesse. Cependant, ce probléme peut étre
évité en utilisant une modélisation appropriée & base d’intégrateurs limités [Biannic
et al., 2006].

e Des conditions théoriques supplémentaires doivent étre vérifiées en présence de satu-
rations imbriquées, ce qui augmente le conservatisme et la complexité du probléme a
résoudre, notamment dans une perspective de syntheése.

La prise en compte de saturations imbriquées a notamment été étudiée dans [Tarbouriech
et al., 2006b; Bateman et Lin, 2003/.

La proposition ci-dessous permet de calculer un domaine de stabilité garanti pour
l'interconnexion représentée sur la figure 4.3 [Gomes da Silva Jr et Tarbouriech, 2005;
Biannic et al., 2006].

Proposition 4.3.2 (analyse de stabilité) S’il existe des matrices Q@ = QT € R™ ",
S € R™ ™ diagonale et Z € IR™*"™ telles que les conditions LMI ci-dessous sont vérifiées :

AQ + QAT ByS - Z7
[ S%g?z "as }<0 (4.25)
Q 2! +QCy; -

[Zri-ch 1 >0,i=1...m (4.26)

ou Z; et Cy; représentent respectivement la i°me ligne de Z et Cy, alors lellipsoide :
Ep={zeR": xTngl} (4.27)
ot P = Q7', est un domaine de stabilité asymptotique pour Uinterconnezion de la figure 4.3.

Preuve: La satisfaction des inégalités (4.26) implique que ellipsoide Ep est inclus dans
I'ensemble polyédral S défini par la relation (4.21) via la relation Z = HQ [Boyd et al.,
1994]. Ainsi, pour tout = € Ep, 'opérateur ®(.) introduit dans la relation (4.24) vérifie la

condition de secteur (4.22):
T
T 0 HTA T

On considére alors une fonction de Lyapunov quadratique définie par (4.5). Sa dérivée
temporelle le long des trajectoires du systéme (4.23) s’écrit :

V(z) = 2T(ATP 4+ PA)z + 22" PByw (4.29)

et la condition V(z) < 0 s’exprime sous la forme :

T T
z A"P+PA PBy z
EN I R (20

En appliquant la S-procédure (voir annexe) puis en pré- et post-multipliant le résultat
par diag(Q,S), on obtient finalement la relation (4.25) en posant S = A~!. Les inégali-
tés (4.25) et (4.26) représentent donc des conditions suffisantes pour que l'origine z = 0
soit un point d’équilibre asymptotiquement stable pour I'interconnexion de la figure 4.3 et
que toute trajectoire initialisée dans Ep converge vers ce point. |
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Remarque 4.3.3 Le résultat de la proposition 4.5.2 est formulé comme un probléme de
faisabilité, mais il existe plusieurs maniéres de le transformer en un probléeme d’optimi-
sation. Un objectif classique déja évoqué au paragraphe 4.1.8 et pour lequel il existe une
formulation convexre consiste a maximiser le volume de Ep. Il est également possible de
maximiser la taille de cet ellipsoide dans une direction u donnée de l’espace d’état, ce qui
revient & mazimiser un objectif linéaire B sous la contrainte LMI :

[ ﬂgT 61“] (4.31)

D’autres solutions sont proposées par [Hu et Lin, 2001].

4.3.2 Mesure du niveau de performance

On considére maintenant l'interconnexion de la figure 4.4 (a) ot N(s) représente un
systéme linéaire stationnaire stable soumis & une entrée exogéne r € IRP et admettant
pour représentation d’état :

A1C + Blw + BQT

= (1 (¢ + Diar
N(S) : Zp = Col + Doyyw + Dopr € R? (4.32)
w = P(2)

C0) = GeR"

w N(s) z w M (s) z
— —— ——
T Zp Zp

Figure 4.4 Interconnexions non-linéaire pour l’analyse de performance.

Une caractérisation classique de la performance s’appuie sur la norme Ls-induite et
consiste a mesurer le rapport entre I’énergie du signal de sortie z, et I’énergie du signal
d’entrée r. Cette approche se révéle pertinente dans un contexte purement linéaire, car
la notion de performance est alors indépendante de 'amplitude du signal de consigne. Ce
n’est cependant plus le cas en présence de saturations et il apparait alors souhaitable:

e de prendre en compte une information sur 'amplitude des signaux d’entrée r afin de

limiter le conservatisme,

e tout en continuant & considérer des signaux d’énergie finie afin de pouvoir faire appel

a la norme L5 -induite, pour laquelle il existe des caractérisations LMI.

En pratique, le comportement d’un systéme en boucle fermée est souvent évalué pour
des consignes spécifiques de type échelon, mais de tels signaux ne sont pas de carré inté-
grable. Dans ce contexte, [Biannic et al., 2006] propose de restreindre les entrées admis-
sibles & un ensemble d’exponentielles lentement décroissantes, a la fois représentatives de
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consignes de type échelon comme le montre la figure 4.5 et permettant de satisfaire les
deux conditions énoncées ci-dessus. On définit ainsi I’ensemble :

We(p) = {r: R? = R?, r(t) = roe"" vt >0, |ro| < p} (4.33)

ol € est choisi petit par rapport a la dynamique du systéme.

LU

signal lentement décroissant

y

Figure 4.5 Approzimation d’un échelon par une exponentielle lentement décroissante.

Tout signal r € W,(p) peut étre généré facilement par un systéme linéaire autonome
stable R(s) possédant un état initial non nul g :

R(s): { T(E) o € RP (4.34)

Ce systéme est substitué a 'entrée exogéne r dans I'interconnexion de la figure 4.4 (a). On
obtient alors le systéme augmenté M (s) représenté sur la figure 4.4 (b):

r = Ax + B¢w
M(s):3 z = Cypx (4.35)
zp = Chx + Dpyw
dont I'état = est défini par:
x:[Z]G]R” (4.36)
et dont les matrices d’état vérifient :
_ —el)p 0 ] _ 0
A Y
4.37
Cy = [ Dz C1] (4.57)
Cp = [ D Co] 3 Dy = Dn

On peut alors énoncer le résultat suivant [Biannic et al., 2006).

Proposition 4.3.4 (analyse de performance) S’il eziste des matrices Q = Q1 € IR™*",
S € R™ ™ diagonale et Z € IR™*", ainsi que des réels -y et p, tels que les conditions LMI
ci-dessous sont vérifiées :

Py
@ [ 0 ] >0 (4.38)
(oL, O] L
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AQ+ QAT ByS—2zT  QCT

SBf —Z —28 SD}, | <0 (4.39)
CpQ Dp¢S —’)/Ip
Q Z} +QCy; _
[Zri-c(mQ ] >0,i=1...m (4.40)

ou Z; et Cy; représentent respectivement la ™€ ligne de Z et Cy, alors pour tout p < p
et toute entrée exogéne r € We(p), Uinterconnexion de la figure 4.4 est asymptotiquement
stable pour toute condition initiale (y appartenant au domaine ellipsoidal :

5p(p):{gemn—p:[grp[ﬂSl} (4.41)

ots P = Q7. De plus, Uénergie du signal de sortie z, vérifie :

/ T LT () dt <A (4.42)
0

Preuve: Ce résultat est une extension directe de la proposition 4.3.2. On considére ici
. T .

la condition V(x) 4+ % < 0 qui d’une part garantit que V(z) < 0 et d’autre part

implique (4.42) par intégration. Cette condition s’exprime sous la forme:

T
x ATP+PA PB, e x
= C, D <0 4.43
[ w ] < Bg;P 0 ol Dgzj: [ p 2ol ] w ( )

L’application de la S-procédure aux inégalités (4.43) et (4.28) puis du complément de Schur
conduit alors & la condition (4.39). [ |

4.4 Vers la prise en compte du phénoméne de windup

4.4.1 Principe de la synthése anti-windup

Le windup est un phénomeéne bien connu qui se manifeste par un fort dépassement du
signal de consigne et un temps de réponse excessif, i.e. par une dégradation des perfor-
mances. Il survient notamment dans le cas ot un systéme commandé par des actionneurs
susceptibles de saturer est rebouclé par un correcteur linéaire comportant des intégrateurs,
par exemple un PID. Lorsque les saturations sont actives, I’erreur continue a étre intégrée,
et ce bien que les commandes envoyées au systéme soient altérées. Les états du correcteurs
peuvent donc devenir trés grands, ce qui entraine la poursuite du fonctionnement saturé,
voire I'instabilité.

La synthése anti-windup est une procédure en deux étapes qui consiste & minimiser
cette dégradation de performance due & la présence de saturations:

e un correcteur nominal est d’abord synthétisé pour le systéme non saturé afin d’assurer

la stabilité et le niveau de performance requis dans la zone de fonctionnement linéaire,

e un correcteur additionnel est alors introduit afin de contrer les effets négatifs des

saturations et retrouver dans la mesure du possible le niveau de performance nominal.
Ce dispositif est illustré sur la figure 4.6: la différence entre les signaux a l'entrée et a la
sortie des non-linéarités est calculée ou estimée puis vient agir sur la dynamique et sur les
sorties du correcteur nominal par I'intermédiaire d’un correcteur anti-windup & optimiser.
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- systéme linéaire

|

- 4+
-

COI‘I‘?&GHI‘ -

Figure 4.6 Principe de la synthése anti-windup.

4.4.2 Etat de l’art

Le phénomeéne de windup est mis en évidence dés le milieu du 20°¢ siécle [Lozier,
1956], et des méthodes ad hoc adaptées principalement & des correcteurs nominaux de
type PID sont proposées |Fertik et Ross, 1967; Astrom et Rundqwist, 1989]. L'étude des
systémes saturés connait alors un engouement important, comme en témoigne le nombre
important de contributions dans ce domaine [Bernstein et Michel, 1995].

Il faut pourtant attendre le milieu des années 90 pour assister au développement de
méthodes plus rigoureuses permettant de donner des garanties de stabilité et de prendre en
compte des spécifications en termes de performance. Cette volonté de formaliser le probléme
de synthése anti-windup se retrouve ainsi dans [Kothare et al., 1994], qui propose une
structure anti-windup unificatrice, et dans [Teel et Kapoor, 1997, qui formule le probléme
du recouvrement de la performance nominale en termes de gains L9 non linéaires faisant
intervenir la réponse effective du systéme saturé et celle du systéme linéaire associé. De
nombreuses stratégies parfois délicates & mettre en ceuvre sur des applications réalistes sont
alors proposées, notamment par [Tyan et Bernstein, 1995; Miyamoto et Vinnicombe, 1996;
Teel, 1999; Shamma, 2000].

Cette méme époque voit ’émergence de nouvelles méthodes fondées sur la résolution de
problémes LMI, pour lesquels des solveurs performants sont désormais disponibles. [Mar-
copoli et Phillips, 1996; Kothare et Morari, 1997] sont parmi les premiers & s’engager dans
cette voie. Ils montrent en particulier que les propriétés de stabilité et de performance d’un
systéme saturé peuvent s’exprimer a l'aide de LMI, mais la synthése anti-windup, qu’elle
soit statique ou dynamique, reste quant & elle un probléme non convexe. Le développement
progressif de nouvelles caractérisations de la fonction saturation permet alors d’obtenir des
conditions suffisantes de moins en moins conservatives :

e modélisation par condition de secteur classique et application des critéres du cercle
et de Popov [Pittet et al., 1997; Mulder et al., 2001; Sacki et Wada, 2002; Grimm et
al., 2003; Hu et al., 2005¢|,

e modélisation polytopique [Hu et al., 2002; Cao et al., 2002; Hu et al., 2005b],

e modélisation par condition de secteur modifiée.

Cette derniére caractérisation, présentée au paragraphe 4.2.3, marque une nouvelle étape,
car elle permet d’obtenir une formulation convexe du probléme de synthése anti-windup,
que I'on cherche un correcteur statique [Gomes da Silva Jr et Tarbouriech, 2005; Biannic
et Tarbouriech, 2007| ou dynamique |Tarbouriech et al., 2006a; Biannic et al., 2007]. Ce
dernier cas, sur lequel se concentrent les travaux de thése, fait ’objet du chapitre 5.
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Remarque 4.4.1 La synthese anti-windup présente un intérét pratique indéniable. Elle
permet en effet d’ajouter un terme correctif lorsque les saturations sont actives sans mo-
difier le correcteur nominal ni le comportement du systéme dans son domaine de fonc-
tionnement lincaire, ce qui est généralement apprécié dans un contexte industriel. Il existe
cependant de nombreuses autres méthodes dans la littérature qui permettent de prendre en
compte plus ou moins directement les saturations lors de la synthése, sans introduire un cor-
recteur anti-windup additionnel [Kiyama et Sawada, 2004; Gomes da Silva Jr et al., 20083;
Nguyen et Jabbari, 2000; Tyan et Bernstein, 1997; Stoorvogel et Saberi, 1999; Lin, 1998;
Sussmann et al., 1994; Teel, 1995]. On peut enfin mentionner [Gomes da Silva Jr et al.,
2005/, qui se situe a la frontiére entre ces deux approches: une structure anti-windup est
introduite mais les deux correcteurs sont optimisés en une seule étape.

Conclusion

Il existe un réel besoin de développer des outils permettant d’évaluer les propriétés de
stabilité et de performance d’un systéme linéaire saturé. La littérature est abondante sur
ce sujet et des approches peu conservatives ont été proposées, s’appuyant notamment sur
une modélisation polytopique ou par condition de secteur de la fonction saturation. Elles
conduisent a des formulations LMI et donc convexes du probléme d’analyse, mais leur
extension a la synthése, et en particulier & la détermination d’un correcteur anti-windup,
reste délicate. On se heurte en effet le plus souvent a des contraintes non-convexes, et
des schémas de résolution itératifs sont parfois proposés, mais sans garantie d’obtenir un
résultat pertinent.

L’introduction d’une condition de secteur modifiée a pourtant permis récemment de
restaurer la convexité dans le cas d’un correcteur anti-windup statique. C’est dans ce
contexte que s’inscrivent les travaux de thése dont les principales contributions sont :

e de montrer qu'un résultat similaire peut étre obtenu dans le cas ou 'ordre du cor-
recteur est égal & celui du systéme nominal en boucle fermée, puis de proposer une
heuristique efficace permettant de traiter le cas général,

e d’étendre ce résultat aux systémes saturés a paramétres variants,

e de prendre en compte des contraintes sur la dynamique du correcteur anti-windup
lors de la synthése afin d’améliorer les réponses temporelles du systéme saturé.

L’ensemble de ces résultats est présenté au chapitre 5.

Notations
BMI Inégalité Matricielle Bilinéaire
LMI Inégalité Matricielle Linéaire
R Ensemble des nombres réels
R Ensemble des nombres réels positifs
| Ensemble des matrices réelles de taille m x n
I, Matrice identité de taille m x m
O, Matrice nulle de taille m x m
MT Transposée de la matrice M
M <N M — N semi-définie négative (avec M et N hermitiennes)
co(.) Enveloppe convexe
AN B Ensemble des éléments de A n’appartenant pas a B
U(.), () Opérateur saturation multivariable, monovariable
(), 0(.) Opérateur zone morte multivariable, monovariable
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Chapitre 5
SYNTHESE ANTI-WINDUP DYNAMIQUE

Résumé: Une méthodologie compléte permettant de synthétiser un correcteur anti-
windup d’ordre quelconque est proposée et une formulation convexe du probléme d’ordre
plein est notamment établie. La convexité est perdue dans le cas général mais peut étre
restaurée dés que la dynamique du correcteur est fixée. Dans ce contexte, un algorithme
permettant de déterminer un ensemble de pdles pertinents puis un correcteur d’ordre ré-
duit adéquat est alors introduit. Une stratégie est ensuite élaborée afin de contraindre les
pdles du correcteur et d’éviter ainsi 'apparition de dynamiques lentes susceptibles de dé-
grader les performances temporelles. Les résultats obtenus sont finalement généralisés aux
systémes variants et/ou incertains. Dans tous les cas, la convexité est préservée pour des
correcteurs d’ordre plein.

Mots clés : saturations, condition de secteur modifiée, anti-windup dynamique, synthése
d’ordre plein, synthése d’ordre fixé, dynamique contrainte, paramétres variants, incertitudes.
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Les saturations sont omniprésentes dans les problématiques industrielles modernes et
I'un des enjeux majeurs de I'automatique non-linéaire consiste a synthétiser des lois de
commande performantes pour des systémes linéaires saturés. La littérature est abondante
sur ce sujet et de nombreuses techniques ont été mises au point, la plus populaire et
la plus pragmatique d’entre elles étant indiscutablement I'anti-windup. Cette procédure
de synthése en deux étapes présentée en détail au paragraphe 4.4 est introduite dans
un contexte industriel il y a une quarantaine d’année, mais ce n’est qu’au milieu des
années 90 que des méthodes rigoureuses sont développées. L’introduction progressive de
nouvelles caractérisations de la fonction saturation se traduit par I’expression de conditions
suffisantes de stabilité de moins en moins conservatives. Parmi elles, la modélisation par
condition de secteur modifiée présentée au paragraphe 4.2.3 marque une nouvelle étape,
car elle permet d’obtenir aisément une formulation convexe du probléme de synthése anti-
windup dans le cas statique [Gomes da Silva Jr et Tarbouriech, 2005].

Cette condition de secteur constitue le fondement des techniques proposées dans ce
chapitre consacré a la synthése anti-windup dynamique. On montre tout d’abord que sous
des hypothéses peu contraignantes, des correcteurs anti-windup d’ordre plein agissant si-
multanément sur les entrées et les sorties du correcteur nominal peuvent étre obtenus par
la résolution d’un probléme d’optimisation LMI. La convexité est perdue dans le cas géné-
ral mais peut étre restaurée dés que la dynamique du correcteur anti-windup est fixée. Un
algorithme permettant de déterminer un ensemble de pdles pertinents puis un correcteur
d’ordre réduit performant est alors proposé et appliqué a un modéle d’avion de combat.

Cette approche donne des résultats encourageants, notamment lorsque 'on cherche a
optimiser le niveau de performance d’un systéme saturé. Elle se révéle par contre délicate
4 mettre en ceuvre dans la perspective d’augmenter la taille de son domaine de stabilité:
on observe en effet fréquemment 'apparition de dynamiques trés lentes qui ont un im-
pact positif sur la stabilité mais qui dégradent le temps de réponse du systéme dans des
proportions inacceptables. Dans ce contexte, une nouvelle technique de synthése convexe
permettant de contraindre explicitement la dynamique du correcteur anti-windup est pro-
posée. Plus précisément, une borne supérieure est introduite sur la partie réelle des poles
du correcteur, ce qui permet de gérer efficacement le compromis entre taille du domaine
de stabilité d’une part et pertinence de la réponse temporelle d’autre part. Les résultats
obtenus sur le modéle d’avion de combat précédent se révélent convaincants.

En pratique, de nombreux systémes physiques dépendent de paramétres susceptibles
d’évoluer dans le temps. En outre, I'un des critéres souvent déterminant lors de la synthése
d’une loi de commande consiste & garantir un certain niveau de robustesse aux incertitudes
de modéle et aux perturbations non mesurées. Il apparait donc naturel de généraliser les
techniques d’analyse des systémes saturés et de synthése anti-windup proposées a des
systémes variants et incertains. On montre dans ce chapitre qu'une telle extension est
possible sous certaines hypothéses et que la convexité est préservée, ce qui rend les outils
mis au point facilement exploitables d’un point de vue numérique.

Le chapitre est organisé de la maniére suivante. Le paragraphe 5.1 est consacré au
développement d’une méthodologie compléte permettant de synthétiser dans un cadre trés
général des correcteurs anti-windup d’ordre quelconque. Le paragraphe 5.2 détaille alors
la stratégie adoptée pour contraindre les poles de ces correcteurs et éviter I'apparition de
dynamiques trés lentes susceptibles de dégrader les performances temporelles. L’objectif
du paragraphe 5.3 consiste enfin & généraliser les résultats des paragraphes précédents a
des systémes saturés & paramétres variants et/ou incertains. Différentes applications sont
proposées tout au long du chapitre afin de valider les méthodes proposées.
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Note importante: Ce chapitre est volontairement centré sur les résultats obtenus au
cours de la thése. Le contexte, la description des problémes considérés, ainsi que les résultats
classiques que 'on peut trouver dans la littérature ne sont rappelés que trés briévement.
Une introduction a I'analyse des systémes saturés et a la synthése anti-windup est proposée
au chapitre 4. Elle constitue pour le lecteur qui n’est pas familier de ces techniques un bon
préalable a la lecture du présent chapitre. Il en est de méme des prérequis mathématiques
et autres lemmes techniques, qui sont détaillés en annexe.

5.1 Synthése anti-windup d’ordre fixé

5.1.1 Interconnexion pour la synthése anti-windup

anti-windup

J(s)

ﬁ(b«

(%1 V2

e = = = = = = ==

[

| z
R(s) | G(s) +
L Ko(s) X >
I + U ", Yl Yr A- Zp
| | systéme
[ » |
: correcteur nominal I
.~ __ D K(s)
= L) Yr
lin

boucle fermée nominale

M(s)
Figure 5.1 Interconnexion standard pour la synthése anti-windup (critére de performance).

On considére l'interconnexion de la figure 5.1. Le systéme saturé en boucle ouverte
G(s) que l'on cherche & controler est écrit sous forme LFT de la maniére suivante :

T = AGmG+BG|:I1lL):|
G(s): (5.1)
2] - o]

ol u et y représentent respectivement les commandes et les sorties mesurées. Il est rebouclé
par un opérateur non-linéaire ®(.) qui vérifie:

w=d(2) = [$(=1) - d(zm)] (5:2)
et est constitué de m fonctions zone morte normalisées ¢(.) définies par:
0 si |z <1
z) = 5.3
o(z) { zj —signe(z;) si |z >1 (5:3)
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Aucune hypothése n’est faire sur les poles de la matrice Ag, i.e. sur la stabilité de G(s)
dans son domaine de fonctionnement linéaire.

Remarque 5.1.1 Tout systéme affecté par des saturations peut étre normalisé puis conver-
ti de maniére a ne faire intervenir que des zones mortes normalisées en suivant la procédure
décrite au paragraphe 4.2.1. La formulation (5.1)-(5.2) n’est donc en aucun cas restrictive.

Hypothése 5.1.2 On suppose que la transmission directe du systéme G(s) peut s’écrire
0 0
Da,, Das,
vient & ne pas traiter le cas des saturations imbriquées. Un tel choiz est justifié par la

remarque 4.3.1.

sous la forme Dg = [ ], ce qui est généralement vérifié en pratique et re-

On suppose qu'un correcteur linéaire nominal Ky(s) a été synthétisé par une méthode
quelconque de maniére a stabiliser le systéme G(s) et & garantir un niveau de performance
satisfaisant en I’absence de saturations. Deux signaux additionnels v; et vy agissant res-
pectivement sur les entrées et les sorties de Ky(s) sont alors introduits afin de minimiser
les effets négatifs de ces non-linéarités [Grimm et al., 2003; Wu et Lu, 2004; Wu et Soto,
2004]. Une représentation d’état du correcteur K (s) ainsi obtenu est donnée par:

g = Agxg + Bg |:;:|+’Ul

K(s): (5.4)
T
u = Cgzg+ Dk |: y :| + vg
Les signaux v; et vy correspondent aux sorties v = [ 21 ] € IR™ du correcteur anti-
2

windup dynamique J(s) que 'on cherche & optimiser :
ty = Ajzg+ Byjw
Js): ¢ T T (5.5)
v = Craxyj+Djyjw

ou le signal d’entrée w agit comme un indicateur de I'activité des non-linéarités.
Enfin, le niveau de performance est évalué de la méme maniére qu’au paragraphe 4.3.2
pour des entrées exponentielles lentement décroissantes appartenant & 1’ensemble :

Welp) = {r: R? = RP, r(t) = roe~" ¥t > 0, [ro|| < p} (5.6)

ol € est choisi petit par rapport a la dynamique du systéme en boucle fermée. Le signal
de référence r est généré par un systéme linéaire autonome stable R(s) possédant un état
initial non nul ry et dont une représentation est donnée par 1'équation (4.34). Le signal
d’erreur z, = yr — yp,,, € IR? est quant a lui défini comme la différence entre la sortie du
systéme saturé et celle du systéme nominal associé. Plus précisément, L(s) correspond au
systéme linéaire en boucle fermée constitué de G(s) et Ko(s) lorsque w = 0.

Remarque 5.1.3 L’interconnexion présentée sur la figure 5.1 est cohérente avec le prin-
cipe général de la synthése anti-windup énoncé au paragraphe 4.4.1.
5.1.2 Equations du systéme en boucle fermée

On définit le vecteur d’état augmenté x obtenu en concaténant les états du modéle de
référence (r), du systéme nominal en boucle fermé (zy,), du systéme en boucle ouverte (z¢)
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et du correcteur nominal (zx):

z = e R"™ (5.7)

Le systéme M (s) associé est représenté sur la figure 5.2 et admet une représentation d’état
de la forme:

t = Az + Bsyw + By
M(s):q z = Cyx (5.8)
zp = Cpx + Dpgw + Dpa¥ = Yr — Yry,,

oil y, correspond aux premiers éléments du vecteur de sortie y, i.e. y = [y! ...]7.

A

zak

Y

w M(S) z
> J(s) —
w v Zp

Y

Figure 5.2 Représentation synthétique de l’interconnexion non-linéaire de la figure 5.1.

On intégre enfin les états x; € R™ du correcteur anti-windup de maniére a constituer
le vecteur d’état :

V= [ :ch } eR" (5.9)

o n = ny + ny. La représentation du systéme complet en boucle fermé P(s) incluant le
correcteur anti-windup J(s) est alors donnée par :

|:A BaCJ:|V+|:B¢+BaDJ :|w

' Y B,
% = [ Cp DpaCy |v+ [ Dps+ DpaDy Jw

o

A

Y

w P(S) z

Zp

Figure 5.3 Systéme en boucle fermée incluant le correcteur anti-windup.
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Remarque 5.1.4 L’état v peut également étre partitionné sous la forme v = [rT CT]T pour

mettre en évidence la consigne r par rapport aux autres états ¢ = [:E:LF :Eg ZE% $:5]T e R"7P.

5.1.3 Formulation du probléme de synthése

Au vu du contexte et des notations présentés dans les paragraphes 5.1.1 et 5.1.2, le
probléme de synthése consiste & déterminer un correcteur anti-windup dynamique J(s) et
un domaine de l'espace d’état Ep(p) le plus vaste possible tels que pour tout signal de
référence v € We(p), avec p un réel positif donné:

e l'interconnection non-linéaire représentée sur la figure 5.1 reste stable pour toute

condition initiale {y appartenant a Ep(p),

e les sorties y, du systéme saturé restent aussi proches que possible des signaux y,,,

délivrés par le modéle nominal en boucle fermée L(s), ce qui revient & minimiser
I’énergie du signal d’erreur zp.

5.1.4 Caractérisation convexe de la synthése d’ordre plein

Les résultats théoriques permettant de synthétiser un correcteur anti-windup d’ordre
plein sont présentés dans ce paragraphe. La proposition 5.1.5 propose tout d’abord une
caractérisation du niveau de performance pour un systéme saturé. Ce résultat est adapté
de |Biannic et al., 2006| et s’appuie sur une représentation des non-linéarités de type zone
morte & 'aide d’une condition de secteur modifiée [Gomes da Silva Jr et Tarbouriech, 2005].
Proposition 5.1.5 (caractérisation d’un niveau de performance) S’il eziste une
matrice symétriqgue Q € IR™™, une matrice diagonale S € IR"™™™ et une matrice rec-
tangulaire Z € IR™*™, ainsi que des réels v et p, tels que les conditions ci-dessous sont

vérifiées :
@ 1o (5.11)
[ pl, 0 ] Ip
_ T .
A BaCJ A BaCJ
|: 0 Ay :|Q+Q|: 0 Ay :| * *
4 <0 (512
S|:B¢+BaDJ:| . _og ) (5.12)
By

L [ Cp  DpaCy ]Q [ Dy + DpaD g }S =71y |

? >0, i=1...m (5.13)
Z; + [ C@. 0 ] Q 1

ou Z; et Cy; représentent respectivement la i€ ligne de Z et Cy, alors pour tout p < p
et toute entrée exogéne r € We(p), Uinterconnexion de la figure 5.2 est asymptotiquement
stable pour toute condition initiale (o appartenant au domaine ellipsoidal :

Sp(p):{CGIRn—p:[Z]TP[Z]gl} (5.14)

ot P = Q7. De plus, ’énergie du signal de sortie zp VErifie:

/ )T () dt < (5.15)
0
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On revient maintenant au probléme de synthése anti-windup énoncé au paragraphe
5.1.3. Dans ce cas, la variable d’analyse ) introduite dans la proposition 5.1.5 et les ma-
trices d’état Ay, By, Cy, Dy du correcteur J(s) doivent étre optimisées simultanément. Par
conséquent, l'inégalité (5.12) perd sa convexité et devient une BMI. Cependant, dans le
cas de 'ordre plein, qui correspond a nj = nyyz, les contraintes (5.11)-(5.13) présentent une
structure particuliére qui peut étre exploitée afin de se ramener & une formulation convexe,
ce que traduit la proposition ci-dessous.

Proposition 5.1.6 (synthése anti-windup d’ordre plein) Soit l’interconnezion de la fi-
gure 5.2, ou M(s) est défini par sa représentation d’état (5.8). Soit I' = diag(Ng, I, Npa),
ot Ng et Nypq désignent des matrices dont les colonnes forment respectivement des bases
des noyauzr de BT et D;;Fa. Il existe un correcteur anti-windup J(s) d’ordre plein tel que les
conditions de la proposition 5.1.5 sont satisfaites si et seulement si il existe des matrices
symétriques X,Y € IR™™*"™M _yne matrice diagonale S € IR™*™ et des matrices rectan-
gulaires U,V € IR™*™ | ainsi que des réels v et p, tels que les conditions LMI ci-dessous
sont vérifices :

ol
[ 7L, o]x[’oop]<[p (5.16)
AY + Y AT * *
| SBI -V 25 « |I'<0 (5.17)
CpY Dp¢5 —’}/Ip
ATX + XA * }
<0 5.18
[ Cp -1 ( )
X * *
Iny, Y x| >0,i=1...m (5.19)

U; Vi + C@.Y 1
ou U, V; et Cy; représentent respectivement la i€ ligne de U,V et Cyp.

Preuve: On partitionne tout d’abord les matrices symétriques définies positives @Q et
P = Q7! introduites dans la proposition 5.1.5 de la maniére suivante ! :

v NT

Q:_N F

voE (5.20)

[X MT

avec X, Y € R™*"M _Sil'on concaténe les matrices d’état du correcteur anti-windup J(s)

Ay By puis que I'on écrit Z = [ VvV U ]7 avec V,[j € R™*nm
C; Dy

I'inégalité (5.12) s’exprime alors sous la forme:

sous la forme Q = [

O +UTQV +vIaoTu <0 (5.21)
X I
1. L’inégalité (5.19) implique I v > 0,4e X >0,Y >0et XY > I, ce qui signifie que

les conditions du lemme de complétion matricielle [Packard et al., 1991] sont strictement vérifiées (voir
annexe). La partition (5.20) est donc valide et la connaissance des matrices X et Y suffit & déterminer

N 0 0 M
vérifient MTN =1 — XY < 0.

1
Y I I X
Q grace a la relation Q = [ :| [ :| , ol les matrices non singuliéres M, N € R"™M*"M
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avec :
T AY +Y AT * * *
NAT 0 * *
e = N
SBY-v U 28 «
L GY CoNT DppS —I
y 0 T 0 0
| B 0 0 DI
y (0700 diag(Q, S, 1)
- ZCI/ ) )
001 0 g

D’aprés le lemme de projection [Gahinet et Apkarian, 1994], I'inégalité (5.21) admet une
solution {2 si et seulement si:

NEenNy, < 0 (5.22)
NFONy < 0 (5.23)

ol Ny and Ny désignent des matrices dont les colonnes forment des bases quelconques des
noyaux de U et V, par exemple:

N, 0 O
0 0 0 Ng = Npr
Ny = 0o I o0 avec {Npa — Npg, (5.24)
0 0 Np
I 0
. 1 a1 00
Ny = diag(Q™",S™,1I) 0 0 (5.25)
0 I

Pour ce choix de Ny et Ny, on montre aisément que les inégalités (5.22) et (5.23) sont
équivalentes a (5.17) et (5.18).

. X 1

Soit II = [M 0

en est de méme pour II. On peut donc pré- et post-multiplier (5.13) par diag(II”, I) et
diag(I1,I), ce qui conduit & la relation ci-dessous:

]. Comme M est non singuliére (voir renvoi page précédente), il

X * *
I Y * [ >0 (5.26)
ViX+UM+ Cy; Ui +CyY 1

Le changement de variable U = VX + UM + Cy prouve alors l’équivalence des rela-
tions (5.13) et (5.19).

Enfin, la condition (5.16) est directement obtenue en appliquant le complément de
Schur a l'inégalité (5.11). [
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Remarque 5.1.7 (reconstruction du correcteur) La matrice Q introduite dans la pro-
position 5.1.5 est obtenue a partir de X et'Y a laide de la relation suivante :

-1
Y I, I, X
M ] [ M ] awec MIN =1, —XY <0 (5.27)

@=1N o 0 M nM

Q étant fizée, on remarque que l'inégalité (5.12) devient convexe par rapport aux matrices
d’état Ay, By, Cy, Dy du correcteur anti-windup J(s), qui peuvent donc étre calculées facile-
ment. De plus, en introduisant un changement de variables adéquat (voir proposition 5.1.8),
il apparait qu’il n’est pas nécessaire de fixer les matrices S et Z lors de la phase de recons-
truction. Il en résulte des degrés de liberté supplémentaires qui peuvent étre utilisés par
exemple pour prendre en compte des contraintes sur la matrice Ay.

Le probléme posé par la proposition 5.1.6 consiste & minimiser la valeur de « sous les
contraintes linéaires (5.16)-(5.19) par rapport aux matrices X,Y,S,U et V. Il peut étre
résolu aisément & I’aide d’un solveur LMI [Balas et al., 2007].

5.1.5 Algorithmes pour la synthése d’ordre fixé

L’ordre des correcteurs synthétisés a ’aide de la méthode décrite au paragraphe 5.1.4
est égal a ns. Il peut donc dans certains cas étre particuliérement élevé, ce qui n’est pas sou-
haitable. En outre, il n’est pas possible de controler la dynamique des correcteurs obtenus,
car les matrices d’état de J(s) n'interviennent pas explicitement dans les équations (5.16)-
(5.19). Enfin, on constate en pratique qu’il est souvent possible d’obtenir des performances
équivalentes avec un correcteur d’ordre réduit dont les pdles sont choisis de maniére perti-
nente. On cherche donc maintenant & mettre au point une procédure efficace permettant
de synthétiser un correcteur anti-windup d’ordre quelconque strictement inférieur & ny. Un
élément de réponse est apporté par la proposition suivante.

Proposition 5.1.8 La contrainte bilinéaire (5.12) devient convezxe lorsque les matrices Ay
et Cy du correcteur anti-windup J(s) sont fizées.

Preuve: Comme S est définie positive et donc non singuliére, il suffit d’appliquer le chan-

gement de variables By =BjySet Dy=D,S. [ |

Ce résultat suggére d’introduire ’algorithme ci-dessous afin de synthétiser un correcteur
anti-windup & dynamique fixée d’ordre quelconque :

Algorithme 5.1.9 (synthése anti-windup & dynamique fixée)
1. Choisir les matrices Ay et Cy du correcteur anti-windup & synthétiser,
2. Fizer p et minimiser v sous les contraintes LMI (5.11)-(5.13) par rapport auz va-
riables Q, S, Z, By et Dy,
3. Calculer les matrices By et Dy en inversant le changement de variables introduit
dans la proposition 5.1.8.

La principale difficulté lors de la mise en ceuvre de cet algorithme réside dans la détermi-
nation des matrices A et C; a I’étape 1. Le choix apparait cependant plus naturel si 'on
consideére la formulation ci-dessous:

n2

My M;
+ E 5.28
s+ A P s2+2772-wi—|—wi2 ( )

n1
J(S) = MO -+ Z
i=1
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ou Bj regroupe l’ensemble des matrices M;; et M;s, tandis que Dy = My. Avec une telle
décomposition, les matrices Ay et C; peuvent étre choisies comme suit :

AJ = diag(—)\l,...,—)\nl,Al,...,An2)
Cj = [L..1[0...[10)], k=1...m, (5.29)
ni —_—
ng
avec :
0 1 ,
A= < 0?2 > ,i=1...n2 (5.30)

La premiére étape de l'algorithme 5.1.9 se réduit donc au choix des poles du correcteur
anti-windup dont les matrices Ay et C; sont immédiatement déduites des relations (5.29)
et (5.30). Ce choix peut étre réalisé en exploitant les résultats obtenus par une synthése
convexe d’ordre plein, comme le suggére ’algorithme ci-dessous :
Algorithme 5.1.10 (synthése anti-windup d’ordre fixé)
1. Résoudre le probléme d’optimisation de la proposition 5.1.6 pour synthétiser un cor-
recteur anti-windup d’ordre plein,
2. Analyser les poles du correcteur obtenu puis éliminer les dynamiques trop lentes ou
trop rapides,
3. Exécuter 'algorithme 5.1.9 en utilisant la procédure d’initialisation des matrices Ay
et Cy décrite précédemment.

Remarque 5.1.11 On peut procéder de maniére itérative une fois que l'on a sélectionné
a Uétape 2 un ensemble de poles pertinents. L’étape 3 est exécutée une premiére fois afin
de synthétiser un correcteur anti-windup statique, puis la liste des poles du correcteur J(s)
recherché est progressivement enrichie et de nouvelles synthéses sont réalisées. Cette pro-
cédure est interrompue deés que le niveau de performance atteint est suffisamment proche
de celui obtenu a l’étape 1 dans le cas d’une synthése d’ordre plein.

L’algorithme 5.1.10 permet donc de rendre le choix des poles du correcteur anti-windup
plus systématique, ce qui le rend aisé & mettre en ceuvre.

5.1.6 Application a un modéle d’avion de combat

L’objectif de ce paragraphe est d’évaluer sur un exemple concret les techniques de
synthése anti-windup dynamique détaillées dans les paragraphes précédents. On considére
pour cela un modéle représentatif du mouvement longitudinal d’un Mirage M-2000 volant
a Mach 0.3 et & une altitude de 5000 ft, dont le comportement est décrit par les équations

T A e

Le vecteur d’¢tat = = [a ¢]7 est constitué de I’angle d’incidence a et de la vitesse de
tangage ¢, et on suppose qu’il est entiérement mesuré. La commande u. correspond quant
a elle a 'angle de braquage de I'empennage horizontal. On peut noter qu’un point critique
du domaine de vol est choisi pour lequel ’avion est instable en boucle ouverte.

Un actionneur non-linéaire du second ordre représenté sur la figure 5.4 et caracté-
risé par un amortissement &, = 0.6 et une pulsation w, =60rad/s est alors introduit. Il
comporte des saturations en vitesse et en position, dont les niveaux sont fixés respective-
ment & L, =80deg/s et L, =20deg. Ces saturations apparaissant au sein d’intégrateurs
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limités et sont converties en non-linéarités statiques en suivant la méthode proposée par
[Biannic et al., 2006].

it L
B

Figure 5.4 Actionneur non-linéaire du second ordre.

Y

cy

Si l'on combine le modéle d’actionneur ainsi obtenu avec les équations (5.31), on obtient
un systéme en boucle ouverte G(s) compatible avec 'interconnexion standard présentée au
paragraphe 5.1.1, comme le résume la figure 5.5.

—(X)——
a -4 &~ Qin

T R(s)

> L(s)

Ain

Figure 5.5 Structure du modéle d’avion de combat en boucle fermée.

Remarque 5.1.12 La transmission directe du systéme (5.31) étant nulle, on a nécessai-
rement Do = 0 et Uhypothése 5.1.2 est vérifiée.

Un correcteur nominal de type PID est alors synthétisé par une technique modale afin
de stabiliser et d’amortir correctement le systéme en ’absence de saturation.

{ o= ma (5.32)

u = —30xxg +15a+2.5¢q

Les simulations temporelles non-linéaires réalisées sans action anti-windup, i.e. avec v1 = 0
et vo = 0, révélent que ce correcteur se comporte parfaitement tant que 'amplitude maxi-
male de «, ne dépasse pas 7 deg. Au-dela de cette valeur, une dégradation de performance
apparait et le systéme saturé devient finalement instable dés que ’angle d’incidence com-
mandé devient supérieur & 7.8 deg, ce qui est nettement insuffisant.

Les résultats théoriques développés dans les paragraphes 5.1.4 et 5.1.5 sont alors appli-
qués afin de synthétiser puis de comparer différents correcteurs anti-windup. Les résultats
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sont représentés sur la figure 5.6 et correspondent aux réponses temporelles de ’avion en
boucle fermé a un échelon d’incidence de 20 deg. Comme indiqué ci-dessus, on constate que
le systéme saturé est instable en ’absence de correction anti-windup (courbe 0).

e Correcteur 1: synthése d’ordre plein avec critére de stabilité.

On cherche tout d’abord a déterminer le correcteur anti-windup qui préserve la stabilité
pour tout signal a,, € We(p), avec la valeur de p la plus grande possible. Les lignes et
colonnes associées au niveau de performance « disparaissent donc des contraintes de la
proposition 5.1.6 et le probléme d’optimisation considéré revient & maximiser la valeur de
p sous les contraintes LMI (5.16)-(5.19) ainsi modifiées. On obtient p = 29.6deg, ce qui
signifie que I'introduction d’un correcteur anti-windup permet d’augmenter considérable-
ment la taille du domaine de stabilité. Cependant, le niveau de performance est médiocre,
et notamment le temps de réponse inacceptable, comme le montre la figure 5.6.

e Correcteur 2: synthése d’ordre plein avec critére de performance.

On résout maintenant le probléme d’optimisation de la proposition 5.1.6 sans le modifier.
Le niveau de performance ~ est minimisé pour une valeur donnée du paramétre p, en
l'occurrence 10 deg. On choisit un modéle de référence L(s) du second ordre dont les poles
correspondent au mode dominant du systéme en boucle fermée non saturé. Ce dernier
étant d’ordre 5 et le générateur de consignes R(s) d’ordre 1, le correcteur anti-windup
J(s) obtenu est donc d’ordre 8, mais peut étre facilement réduit & un systéme d’ordre 6 en
supprimant les dynamiques rapides. Ses poles sont listés ci-dessous :

A = —0.0013 Ao = —0.45
A3 =—1.8 Ay =—421 (5.33)
A5 = —5.53 + 3.23j X6 = s

Malgré la présence de deux modes lents, la réponse a un échelon d’incidence est bien
meilleure que précédemment, méme si ’on observe un léger dépassement.

e Correcteur 3: synthése d’ordre fixé avec critére de performance.

Les modes A1 et Ao du correcteur d’ordre plein ci-dessus peuvent cependant jouer un
role néfaste. En effet, dans le cas oil une perturbation viendrait les exciter, 'action de
J(s) sur le correcteur nominal se prolongerait bien aprés le retour du systéme dans son
domaine de fonctionnement linéaire, d’ott un temps de réponse excessif. On applique donc
I’algorithme 5.1.10 afin de remédier & ce probléme. Plus précisément, on fixe les matrices
Ay et Cy alaide des relations (5.29)-(5.30) de maniére a synthétiser un correcteur d’ordre
réduit dont les poles coincident avec les péles pertinents du correcteur d’ordre plein, i.e.
A3, A4, A5 et A\g. Comme le montre la figure 5.6, la réponse temporelle correspondant & un
tel réglage est désormais trés bonne et le dépassement a totalement disparu.

e Correcteur 4 : synthése statique avec critére de performance.

A titre de comparaison, un correcteur anti-windup statique est finalement calculé.
Comme on pouvait s’y attendre, la réponse du systéme en boucle fermée est plus lente
que celle obtenue avec le correcteur d’ordre fixé ci-dessus.

La méthode de synthése proposée ici se révéle donc treés efficace lorsqu’elle est appliquée
4 un modéle réaliste d’avion de combat. Elle permet en effet par la résolution de problémes
convexes de calculer des correcteurs anti-windup dynamiques d’ordre quelconque capables :

e d’assurer la stabilité du systéme saturé pour des consignes d’amplitude élevée,

e de minimiser la dégradation de performance due & la présence des saturations.
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Figure 5.6 Réponses temporelles a un échelon d’incidence de 20 deg.

5.2 Synthése anti-windup & dynamique contrainte

5.2.1 Motivations et formulation du probléme

L’approche présentée au paragraphe 5.1 donne des résultats encourageants, notamment
lorsque ’on cherche & optimiser un critére de performance. Elle se révéele par contre délicate
& mettre en ceuvre dans la perspective d’optimiser un domaine de stabilité: on observe en
effet I’apparition de dynamiques trés lentes qui ont un impact positif sur la stabilité mais
qui dégradent le temps de réponse du systéme dans des proportions souvent inacceptables.
Dans ce contexte, 'objectif est maintenant de proposer une technique capable de gérer
efficacement le compromis entre taille du domaine de stabilité d’une part et pertinence de
la réponse temporelle d’autre part.

Une idée naturelle est de synthétiser un correcteur anti-windup dont les pdles sont
suffisamment rapides pour ne pas trop dégrader le temps de réponse lorsque les saturations
sont actives. La procédure de reconstruction proposée dans la remarque 5.1.7 permet de
disposer de degrés de liberté supplémentaires qui peuvent étre exploités dans ce but. Une
telle démarche reste cependant aléatoire et une meilleure approche consiste & prendre
explicitement en compte des contraintes sur le correcteur lors de la synthése, et non a
posteriori. Plus précisément, on introduit ici une borne supérieure sur la partie réelle des
pdles du correcteur anti-windup que ’on cherche a synthétiser.

On considére pour cela 'interconnexion représentée sur la figure 5.7. Tous les signaux
et systémes qui la constituent sont définis au paragraphe 5.1.1. Au vu du contexte pré-
senté ci-dessus, le probléme de synthése anti-windup que ’on cherche & résoudre consiste
a déterminer un correcteur dynamique J(s) tel que:

e le domaine de I'espace d’état pour lequel la stabilité asymptotique de I'interconnexion
de la figure 5.7 peut étre garantie est le plus grand possible,

e le temps de réponse du systéme saturé est le plus faible possible.
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Figure 5.7 Interconnexion standard pour la synthése anti-windup (critére de stabilité).

5.2.2 Introduction d’une borne sur la dynamique du correcteur

La proposition ci-dessous apporte une réponse au probléme de synthése anti-windup
énoncé au paragraphe 5.2.1.

Proposition 5.2.1 (caractérisation d’un domaine de stabilité) Soient A et p deux
réels positifs. Soit X = co({X1,-..,Xq}) C IR™ un ensemble polyédral tel que XTI = [xT 0]
avec x; € IR™ pour tout i = 1...q. S’il existe une matrice symétrique Q € IR™*",
une matrice diagonale S € IR™*™ et une matrice rectangulaire Z € IR™*™ telles que les
conditions ci-dessous sont vérifiées :

Q * .
T >0,1=1...q (5.34)
PX;

A B,Cy A B,y 1" 0 0 0 0
o B ereld Bl e o o ]elo 4]

. <0 (5.35)
S|:B¢)+BQDJ:| _ g 99
By
@ 150, i=1...m (5.36)
Zi+[Cys 0]Q 1

ot Z; et Cy; représentent respectivement la i ligne de 7 et Cy, alors les poles A1, Mg, . ..,
An, du correcteur anti-windup J(s) = Cy(sl,, — A;) "By + D; vérifient :

%()\j)<—)\ ,j=1...ny (5.37)

et Dellipsoide : )
Ep={reR": TPz < 1} D pX (5.38)

ot P = Q7' est un domaine de stabilité asymptotique pour Uinterconnezion de la figure 5.7.
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Preuve: On partitionne la matrice ) de la maniére suivante :

Yy NT

=1 N F

(5.39)

avec X € R™>™™ ¢t F' € IR™ *™ . Une condition nécessaire pour que la relation (5.35)
soit vérifiée est que:

AjF + FAL 120 F <0 (5.40)
et:
A B,Cy A B,y 1"
{0 A, ]Q“?[o AJ]
. <0 (5.41)
S[B“B“DJ} _z _28
By

L’inégalité (5.40) traduit le fait que les poles A; du correcteur anti-windup J(s) vérifient
R(Aj) < =X pour tout j = 1...n;. D’aprés la proposition 4.3.2, les inégalités (5.36)
et (5.41) impliquent quant & elles que ellipsoide Ep, avec P = Q~!, définit un domaine
de stabilité asymptotique pour l'interconnexion de la figure 5.7. Enfin, la condition (5.34)
signifie que pX C Ep. |

Dans une perspective de synthése, la variable d’analyse Q) et les matrices d’état Ay, By,
Cy, Dy du correcteur anti-windup doivent étre optimisées simultanément. L’inégalité (5.35)
n’est donc pas convexe. Cependant, dans le cas de ’ordre plein, qui correspond a njy = njy,
les contraintes (5.34)-(5.36) présentent une structure particuliére qui peut étre exploitée
afin de se ramener & une formulation convexe, ce que traduit la proposition ci-dessous.

Proposition 5.2.2 (synthése anti-windup d’ordre plein & dynamique contrainte)
Soient X et p deux réels positifs. Soit X = co({X1,. .. »Xq}) C IR™ un ensemble polyédral
tel que )ZZ-T = [XZT 0] avec x; € R™™ pour tout i = 1...q. Sl existe des matrices symé-
triques X, Y € IR™M*"™M yne matrice diagonale S € IR™*™ et des matrices rectangulaires
UV € R™"™M telles que les conditions LMI ci-dessous sont vérifiées :

X>pax! ,i=1...q (5.42)
NI(AY +YAT)N, %
[ (SBT V)N, _9g | <0 (5.43)
AX + XAT —20X %
[ oY oy } <0 (5.44)
X * *
X Y x| >0,i=1...m (5.45)

U, Vi+ C@Y 1
ot N, désigne une matrice dont les colonnes forment une base quelconque du noyau de

Bg, tandis que U;, V; et Cy; représentent respectivement la i“me ligne de U,V et Cy, alors

il existe un correcteur anti-windup J(s) dont les poles A1, A2, ..., Ap,, vérifient:

?R()\]) <=XA,j=1...nyg (5.46)
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et une matrice définie positive P € IR™*™ telle que lellipsoide :

Ep={zeR": 2TPr <1} > pX (5.47)
définit un domaine de stabilité asymptotique pour l'interconnexion de la figure 5.7.
Preuve: La démarche est similaire a celle adoptée pour démontrer la proposition 5.1.6.
On partitionne tout d’abord les matrices symétriques définies positives Q et P = Q!
introduites dans la proposition 5.2.1:
Yy NT

@=1 N F

(5.48)

X1 M7
T M E

avec X,Y € IR"™M*™M puis on applique le lemme de projection. Il existe donc un correcteur
antiwindup J(s) = Cy(sl,, — As) "By + Dy tel que l'inégalité (5.35) est vérifiée si et
seulement si:
NLYON, < 0 (5.49)
NFONy < 0 (5.50)
avec:
[ AY + Y AT « *
e = NAT 2\Y %
SBY-v —U -28

N, 0
Ny =10 0
0 T
I
Ny = diag(Q 1,8 1) | 0 (5.51)
0

Pour ce choix de Ny, on montre aisément que les relations (5.43) et (5.49) sont équivalentes.
D’autre part, I'inégalité (5.50) peut étre réécrite sous la forme:

XA+ ATX L 2AMTFM <0 (5.52)
D’aprés la partition (5.48), on a MTFM = — X' + XY X! et l'inégalité (5.52) est

elle-méme équivalente &:
lx—1A+ATx—1 —22x7! *

<0 5.53
22X 1 —2)\Y 1 (5.53)

par application du complément de Schur. Pré- et post-multiplier (5.53) par diag(X,Y)
démontre finalement que les relations (5.44) et (5.50) sont équivalentes.
. I I
Soit II = [ MX 0
peut donc pré- et post-multiplier (5.36) par diag(II”, I) et diag(I1, I), ce qui conduit & la
relation ci-dessous:

} Comme M est non singuliére, il en est de méme pour II. On

X * *
) X Y *x | >0 (5.54)
Vi + (UiM + C@)X Vi + C@'Y 1
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Le changement de variable U = V + (UM + Cy4)X prouve alors 1'équivalence de (5.36)
et (5.45).

Enfin, la condition (5.42) est obtenue en appliquant le complément de Schur a I'inéga-
lité (5.34) puis en remarquant & I'aide de la partition (5.48) que Y — NTFIN=X. H

Le probléme posé par la proposition 5.2.2 consiste & maximiser la valeur de p sous les
contraintes linéaires (5.42)-(5.45) par rapport aux matrices X,Y,S,U et V. Il peut étre
résolu aisément & I’aide d’un solveur LMI [Balas et al., 2007].

Remarque 5.2.3 La matrice Q introduite dans la proposition 5.2.1 est obtenue & partir
de X et'Y a laide de la relation suivante :

1
Y I, I, X!
Q= M M avec MTN=1,, — XY <0 (5.55)

N 0 0 M

Le correcteur anti-windup J(s) peut alors étre reconstruit de la méme maniére qu’au para-
graphe 5.1.4.

Remarque 5.2.4 L’algorithme 5.1.10 reste bien évidemment applicable. La seule modi-
fication concerne [’étape 1, qui consiste désormais a résoudre le probléme d’optimisation
de la proposition 5.2.2 en choisissant une valeur adaptée de A. Il suffit alors & étape 2
d’éliminer les poles trés rapides par rapport a la dynamique du systéme nominal en boucle
fermée. Dans la majorité des cas, on obtient & I’étape 8 un correcteur d’ordre réduit qui
offre des garanties de stabilité similaires a celles obtenues avec le correcteur d’ordre plein.

Remarque 5.2.5 On peut dans certains cas ne pas souhaiter imposer de contrainte sur la
dynamique du correcteur anti-windup. Il n’est alors pas rare de se heurter a des difficultés
numériques lorsque ’on tente de valider par des simulations temporelles ’interconnexion
en boucle fermée ainsi obtenue. Ce probléme peut généralement étre résolu en choisissant
une valeur de X\ trés faible mais non nulle lors de la syntheése, ce qui confére a la méthode
proposée dans ce paragraphe un intérét pratique considérable dans un cadre trés général.

5.2.3 Validation sur le modéle d’avion de combat

On considére a nouveau le modéle d’avion de combat étudié au paragraphe 5.1.6 et
représenté sur la figure 5.5. L’objectif consiste maintenant & synthétiser plusieurs correc-
teurs anti-windup pour différentes valeurs de A. Plus précisément, on résout pour chacune
de ces valeurs le probléme d’optimisation de la proposition 5.2.2 afin de maximiser la taille
du domaine de stabilité dans la direction de ’espace d’état associée a 'entrée ., i.e. afin
de calculer 'amplitude maximale de la consigne en incidence pour laquelle il est possible
de garantir la stabilité.

Les résultats sont représentés sur les figures 5.8 &4 5.10 et mettent clairement en évidence
le compromis entre augmentation du domaine de stabilité d’'une part et qualité de la réponse
temporelle du systéme saturé d’autre part. Lorsque A = 0, on retrouve le résultat obtenu
avec le premier correcteur synthétisé au paragraphe 5.1.6, a savoir une amplitude admissible
égale & 29.6 deg. Comme on pouvait s’y attendre, il s’agit 1a de la plus grande valeur qu’il est
possible de garantir, car aucune contrainte n’est imposée sur la dynamique du correcteur
anti-windup. Cependant, le temps de réponse du systéme est de 'ordre de 155, ce qui est
inacceptable. Ce mauvais comportement est dii & la présence de poles trés lents dans le
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dispositif anti-windup, dont les effets restent visibles sur la réponse temporelle bien aprés
que les saturations ont cessé d’étre actives.

32

30 1

241 8

22 1

18 1

amplitude maximale du signal d’entrée (deg)

16 i i i i i i i i
0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 4.5 5

valeur de A

Figure 5.8 Amplitude mazximale de la consigne pour laquelle la stabilité est garantie.
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Figure 5.9 Temps de réponse du systéme saturé en boucle fermée.

Lorsque A augmente, le systéme devient plus rapide, mais au prix d’une diminution
de l'amplitude maximale pour laquelle la stabilité peut étre garantie. Choisir A = 1.5
apparait comme un bon compromis. On est en effet assuré de la stabilité du systéme
pour toute consigne d’amplitude inférieure ou égale & 24.8deg, ce qui ne représente que
16 % de moins que dans le cas non contraint. De plus, le temps de réponse est réduit de
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maniére significative et n’est supérieure que de 0.22s a la meilleure valeur obtenue avec des
correcteurs anti-windup plus rapides. La réponse temporelle visualisée sur la figure 5.10
est tout a fait satisfaisante.

221
A=15

10+ {

angle d’incidence (deg)

temps (s)

Figure 5.10 Réponses temporelles a un échelon d’incidence pour différentes valeurs de .

On applique enfin 'algorithme 5.1.10 afin de synthétiser un correcteur d’ordre réduit.
Dans le cas ott A = 1.5, le correcteur d’ordre plein obtenu a I’étape 1 ne présente pas de pdles
trés lents. Il suffit donc a I'étape 2 d’éliminer les poles bien plus rapides que la dynamique
du systéme en boucle fermée. La synthése a dynamique fixée réalisée a 1’étape 3 montre que
cela n’a d’incidence ni sur 'amplitude maximale admissible de la consigne, ni sur le temps
de réponse. Par contre, si U'on fixe A = 0, ce qui revient a se placer dans le contexte du
paragraphe 5.1, le correcteur d’ordre plein présente deux poles trés lents qu’il est nécessaire
d’éliminer afin de ne pas trop dégrader la réponse temporelle. Le correcteur d’ordre réduit
qui en résulte permet alors de garantir la stabilité pour une amplitude de 25.4 deg, mais
le temps de réponse atteint 2.8 s et reste donc excessif. Si 'on exécute a nouveau 1'étape
3 en supprimant cette fois-ci les trois poles les plus lents, le temps de réponse diminue
considérablement (1.4s) mais I'amplitude garantie devient nettement insuffisante (15 deg).

Cet exemple simple illustre bien 'efficacité de la méthode proposée dans le paragra-
phe 5.2 et l'intérét de contraindre explicitement la dynamique du correcteur anti-windup
lors de la phase de synthése. Il est en effet possible en fonction de 'application considérée
et du cahier des charges associé de gérer efficacement le compromis entre taille du do-
maine de stabilité et qualité de la réponse temporelle, ce qui offre une souplesse de réglage
appréciable.

5.3 Extension aux systémes & paramétres variants

Les exemples étudiés dans la premiére partie du manuscrit montrent que de nom-
breux systémes physiques dépendent de paramétres susceptibles d’évoluer dans le temps.
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Il apparait donc naturel de généraliser les techniques d’analyse des systémes saturés et de
synthése anti-windup existantes & de tels systémes. La littérature n’est cependant pas trés
abondante sur ce sujet. On peut notamment citer [Scorletti et El Ghaoui, 1998] et [Wu
et al., 2000], qui proposent d’étendre les résultats classiques de synthése LPV introduits
respectivement par [Apkarian et Gahinet, 1995] et [Apkarian et Adams, 1998]. Dans les
deux cas, les saturations sont simplement vues comme des gains variant dans le temps au
sein de l'intervalle [0, 1], ce qui revient & les caractériser a 1’aide d’une condition de secteur
classique (voir paragraphe 4.2.3). Ces deux approches sont respectivement reprises dans un
contexte de synthése anti-windup par [Wu et Soto, 2004] dans le cas des fonctions de Lya-
punov constantes et par [Lu et al., 2005] dans celui des fonctions de Lyapunov dépendant
de paramétres.

D’autre part, 'un des critéres souvent déterminant lors de la synthése d’une loi de
commande consiste & garantir un certain niveau de robustesse aux incertitudes de modéle
et aux perturbations non mesurées qui agissent sur le systéme. Diverses méthodes ont
ainsi été proposées afin d’étudier des systémes saturés incertains. On peut notamment
citer [Henrion et al., 1997; Garcia et al., 1999; Turner et al., 2004; Marcos et al., 2006],
et plus récemment |[Ferreres et Biannic, 2007|, qui montre que le probléme de synthése
anti-windup peut se ramener a un probléme de synthése de précommande puis propose
un algorithme permettant de calculer un correcteur anti-windup robuste & des incertitudes
paramétriques LTT/LTV.

La plupart de ces travaux s’appuient sur une caractérisation de la fonction saturation a
I’aide d’une condition de secteur classique. L’objectif de ce paragraphe consiste au contraire
a généraliser les résultats des paragraphes 5.1 et 5.2 & des systémes saturés a paramétres
variants et/ou incertains, et donc a exploiter la condition de secteur modifiée introduite
par [Gomes da Silva Jr et Tarbouriech, 2005] et décrite au paragraphe 4.2.3.

5.3.1 Formulation du probléme de synthése

L’interconnexion non-linéaire considérée ici et représentée sur la figure 5.11 est simi-
laire & celle décrite au paragraphe 5.1, mais le systéme saturé G(s) dépend maintenant
de paramétres réels susceptibles de varier dans le temps, qui peuvent étre des grandeurs
mesurées ou des incertitudes. Plus précisément, G(s) est rebouclé par un opérateur :

9G : ]R+ X EI%G — £72’G

(5.56)
(t,2¢6) — wg
auquel on associe la structure:
@G = {dzag (61Ik17 s 7(ST’IICT) 76i € ]R7 Z kl = pG} (557)
i=1
de telle sorte que 0 (t,«) € O C RPE*PG pour tout t € R . On note alors:
B(O©¢) ={0 € ©¢g,a(0) < 1} (5.58)

Notation: A partir de maintenant, la représentation matricielle Oc(t,s) a Uinstant t de
Popérateur O sera simplement notée 0 (t). On écrira également O € X pour indiquer que
O vérifie la relation 0g(t,s) € X pour tout t € IR 4.

Le correcteur nominal Ky(s), le systéme nominal en boucle fermée L(s) et le correcteur
anti-windup J(s) dépendent eux aussi de paramétres variants. Les opérateurs associés sont
notés Ok, 01, et 05, et leurs structures respectives O, 0y, et O .
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0L

boucle fermée nominale

Figure 5.11 Interconnexion standard pour la synthése anti-windup & parameétres variants.

Hypothése 5.3.1 Pour des raisons similaires a celles évoquées dans ’hypothése 5.1.2, on
suppose que la transmission directe du systeme G(s) s’écrit sous la forme :

0 0 0
Dg = DGm DGzz DG23
DG31 DG32 DGSS

Avec ces notations, le systéme augmenté M (s) introduit au paragraphe 5.1.2 admet
une représentation d’état de la forme:

(& = Az + Byw + By + Byuwy
= Cyx
M(s) : zp = Cpx + Dpgw + Dpgv + Dpgwu (5.59)
2y = Cpx + Dogw + Dggv + Dggwpy
wy = GM(t)ZM
avec :
O (t) = diag(0L(t),0c(t),0k(t)) € Oy C IR PM*PM (5.60)
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Le correcteur anti-windup a parameétres variants J(s) que l'on cherche a synthétiser
s’exprime quant & lui de la maniére suivante :

ry = Ajxy; + BJ¢’LU 4+ Bjyowy
v = Cjaxy + Djgow + Djpw
J(S): Ja L J Jagp Jad WJ (561)
zg = Cjpxy + Djgpw + Djggwy
wy = Hj(t)ZJEIR,pJ

La représentation du systéme complet en boucle fermée P(s) incluant le correcteur anti-
windup J(s) est alors donnée par:

v o= Av 4+ Byw + Bowyg
z = C¢I/
P(s):< 2z, = Cpv + Dpgw + Dywy (5.62)
zg = Cov + D9¢w 4+  Dyp wy
[ Wo = Op(t)zg
avec :
Op(t) = diag(Ou (1), 0,(£)) € Op C IR PP¥PP (5.63)
et:
A ByCja | By+BiDjay | Bs  BaDjas
A By By 0 Ay Bjg 0 By
¢, 0 o | | C o0 0 0 0 (5.64
CP DZU¢ DP9 Cp D;naCJa Dp¢+DpaDJa¢ Dp@ D;naDJa6 .
Co Doy Do Co  DgoCia | Doy + DoaDjag | Dog  DoaD jas
0 Cro D 4 0 D jo9
= ol
_>
w z
_>
P(s)
_>
wy 29
0p [-———

Figure 5.12 Systéme en boucle fermée incluant le correcteur anti-windup.

5.3.2 Calcul d’un niveau de performance

On définit les ensembles convexes ci-dessous, ot x vaut M ou P suivant que l'on
considére le systéme M (s) ou P(s).

D, = {DeRP*?> D=DT>0:D0=6D V0 € 0,} (5.65)
G, = {GeERPP G=-GT>0:G0=0"G Vo cO,} (5.66)
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Remarque 5.3.2 Les ensembles D, et GG, correspondent dans une certaine mesure aux
ensembles de matrices de scaling Dpv et Gy introduits au paragraphe 1.4.1 afin d’ana-
lyser la robustesse de systémes linéaires soumis ¢ des incertitudes structurées LTV.

Le résultat ci-dessous propose alors une généralisation de la proposition 5.1.5 aux systémes
saturés a parameétres variants.

Proposition 5.3.3 (caractérisation d’un niveau de performance) S’il eriste des
matrices P = PT € R™", A € R™ ™ diagonale, H € R™ ", D € Dp et G € Gp, ainsi
que des réels v et p, tels que les conditions ci-dessous sont vérifiées :

ol
[, 0]P| ") ] <1, (5.67)
[ ATP+ PA * * * * ]
BZP —AH  —2A * * *
Cp Dpy  —71p * * <0 (5.68)
BgP + GCy G’ng) D;%:Q —D 4+ GDygg — ’Dg:gG *
i DCy DDy 0 DDgy —D |
P *
>0,i=1...m (5.69)
Hi -+ C¢i 1

ou H; et Cy; représentent respectivement la i“me ligne de H et Cg, alors pour tout opé-
rateur Op € B(Op), tout p < p et toute entrée exogéne r € We(p), linterconnexion de
la figure 5.12 est asymptotiquement stable pour toute condition initiale (o appartenant au

domaine ellipsoidal :
T
5P(p):{C€]R”_p:[Z] P[Z}gl} (5.70)

De plus, I’énergie du signal de sortie z, vérifie:

/Oo 2p(t) 2y (t) dt < v (5.71)
0

Preuve : Toute matrice § € B(Op) vérifie la relation:

Hﬁg :gHNSO (5.72)

avec D € Dp et G € Gp. Si opérateur Op est normalisé, i.e. si Op € B(Op), on a donc:

T

v T v
0 0 I } [D —G] [ 0 0 I ]
w [ B w | <0 (5.73)
wp Co Doy Do G -D Co Doy Do e

On suit alors la méme démarche que pour démontrer les propositions 4.3.2 et 4.3.4. En
particulier, I'application de la S-procédure aux inégalités (4.43), (4.28) (en les adaptant de
maniére & intégrer I'état x; et entrée wy) et (5.73) puis du complément de Schur conduit
directement & la condition (5.68). [ |
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On considére tout d’abord la question de I'analyse de performance pour laquelle le cor-
recteur anti-windup est fixé (ou absent). Le probléme d’optimisation de la proposition 5.3.3
consiste & minimiser la valeur de v sous les contraintes (5.67), (5.68) et (5.69) par rapport
aux variables P, A, H, D et G. Il n’est pas convexe dans le cas général car I'inégalité (5.68)
est une BMI. Cependant, si I'on pose Q = P~1, S =A"',Z = HQ et L = D™, puis que
l'on fixe G = 0, I'inégalité (5.68) s’exprime sous la forme:

[ AQ + QAT * * * x ]
SBZ -7 —25 * * *
C,Q DpeS  —vI, * * | <0 (5.74)
LB} 0 LD, —L %
i CoQ Dy S 0 Dol —L |

et devient convexe en @,S5,Z et L. Dans ce contexte, on introduit l'algorithme itératif
suivant, qui ne nécessite de résoudre que des problémes LMI.

Algorithme 5.3.4 (calcul d’un niveau de performance)

1. Minimiser v sous les contraintes LMI (5.11), (5.74) et (5.13) par rapport a Q,S,Z
et L. Soit vy le niveau de performance obtenu. Soit A = S™1.

2. Fizer la matrice A. Minimiser v sous les contraintes LMI (5.67), (5.68) et (5.69)
par rapport & P,H,D et G.

3. Fizer la matrice H. Minimiser vy sous les contraintes LMI (5.67), (5.68) et (5.69)
par rapport & P,A,D et G. Soit vopt la valeur obtenue. Si Yopr > (1 — €)y0, ou
€ > 0 représente une tolérance donnée, interrompre l’algorithme car la décroissance
du critére est devenue trop faible. Sinon, poser vo = Yopt €t retourner a l’étape 2.

La valeur de 7y, décroit d’une itération & l’autre, ce qui assure la convergence en un
nombre fini d’itérations. Rien ne permet d’affirmer que la valeur finale correspond au
minimum global du probléme d’optimisation de la proposition 5.3.3, mais ’algorithme
présente I'avantage d’optimiser la matrice de Lyapunov P ainsi que les matrices de scaling
D et G a chaque étape, ce qui permet de faciliter la convergence.

Remarque 5.3.5 Exploiter l'inégalité (5.74) pour initialiser ’algorithme 5.5.4 permet de
ne pas avoir & fizer arbitrairement la matrice A lors de la premiére exécution de ’étape 2,
ce qui peut s’averer délicat en pratique. Par contre, imposer G = 0 a une signification
physique et revient simplement & ne pas tenir compte du caractére réel des paramétres dont
dépend le systéme P(s).

Remarque 5.3.6 Ignorer la matrice G est généralement source de conservatisme, sauf si
aucun parameétre n'est répété, ce qui arrive assez fréquemment en pratique. Dans ce cas, on
a en effet G =0 par définition.

Remarque 5.3.7 Aucune hypothése n’est faite dans ce paragraphe sur la nature des para-
metres dont dépend le systéeme, qui peuvent étre des grandeurs mesurées ou des incertitudes.

5.3.3 Synthése anti-windup a paramétres variants

On se place dorénavant dans le cas ot G = 0, pour lequel le probléme d’analyse énoncé
par la proposition 5.3.3 est convexe si I’on considére les contraintes (5.11), (5.74) et (5.13).
Le probléme de synthése anti-windup associé est par contre bilinéaire, car la variable
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d’analyse @) et les matrices d’état du correcteur J(s) doivent maintenant étre optimisées
simultanément. La convexité peut néanmoins étre restaurée si les hypothéses ci-dessous
sont vérifiées.

Hypothése 5.3.8

1. Le correcteur anti-windup recherché est d’ordre plein, i.e. ny = njy.

2. Les opérateurs 0 et Oy sont identiques, i.e. 05(t) = Oy (t) pour tout t € IR 1, ce qui
revient notamment G supposer que tous les parameétres sont mesurés.

On peut alors énoncer le résultat suivant, qui constitue une généralisation de la proposi-
tion 5.1.6 aux systémes & parameétres variants.

Proposition 5.3.9 (synthése anti-windup d’ordre plein) Soit I' = diag(Ng, I, Npa,
Iop, s Doa), 0t N, Np, et Ny, désignent des matrices dont les colonnes forment respecti-
vement des bases des noyauzr de Bg,Dga et D} . Il existe un correcteur anti-windup J(s)
d’ordre plein tel que les conditions (5.11), (5.74) et (5.13) sont satisfaites si et seule-
ment si il existe des matrices X = XT)Y = YT ¢ R™>™ § ¢ R™™ diagonale,
UV e R™"™ et R,T € Dy, ainsi que des réels v et p, tels que les conditions LMI
ci-dessous sont vérifiées :

ol
[ 7L, o]X[p§]<4) (5.75)
[ AY + Y AT * * * *
SB;{ -V -25 * * *
cY D,sS —~L * * *
r? P po> I r<o (5.76)
RB, 0 RDpe —-R * *
BY 0 DIy —In, -T x
i CyY DyyS 0 DggR  Dgp —R |
[ ATX + XA« * * ]
Cp -1, *
BgX Dge —In,, * * <0 (5.77)
TC@ 0 TDgg =T *
L C@ O D@O _[n]\/[ _R i
X * *
Iy, Y x| >0,i=1...m (5.78)

U; Vi + C¢iY 1
ou U;, V; et Cy; représentent respectivement la i°me ligne de U,V et Cyp.

Preuve: La condition imposée sur 'opérateur 6; dans 'hypothése 5.3.8 signifie que tout
élément de ©p posséde une structure diagonale par bloc constituée de deux éléments
identiques de ©;. Les matrices de scaling L, L~' € Dp peuvent donc étre partitionnées
de la maniére suivante :

R LT T DI
L= 2 L'=D= 12 (5.79)
Lo Lo Dis Dy
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avec R, T, Lo, Dy € Djys. On montre alors de la méme maniére que dans la preuve de la
proposition 5.1.6 que les conditions du lemme de complétion matricielle sont strictement
vérifiées, i.e. que la partition (5.79) est valide. L’application du lemme de projection permet
finalement de conclure aprés quelques manipulations matricielles qu’il existe un correcteur
anti-windup J(s) tel que I'inégalité (5.74) est vérifiée si et seulement si les inégalités (5.76)
et (5.77) sont vérifiées. [

Remarque 5.3.10 (reconstruction du correcteur) Le correcteur anti-windup J(s)
peut étre reconstruit en suivant une procédure similaire a celle de la remarque 5.1.7.

Dans le cas de la synthése d’ordre réduit, fixer certaines matrices d’état du correcteur
anti-windup permet également de restaurer la convexité, comme le précise la proposition
ci-dessous.

Proposition 5.3.11 La contrainte bilinéaire (5.74) devient convexe lorsque les matrices
Ay, Cjq et Cyg du correcteur anti-windup J(s) sont fixées.

Preuve: Comme S et L sont définies positives et donc non singuliéres, il suffit d’appliquer

?J¢> By ~BJ€ Bg
le changement de variables | Dy | = | Djag | S et | Dyjag | = | Dyas | L. |
D j9¢ D jp4 D j99 D j9q

La démarche proposée par l'algorithme 5.1.10 peut donc étre reconduite en I’état.

Remarque 5.3.12 La proposition 5.3.9 n’est applicable que dans le cas ot tous les pa-
rametres dont dépend le systéme sont mesurables. Elle peut cependant étre exploitée dans
le cas ou le systeme est également soumis a des incertitudes. La stratégie consiste alors a
réaliser une synthése d’ordre plein en supposant que toutes les incertitudes sont mesurées,
puis a sélectionner une liste de pdles pertinents parmi ceux du correcteur obtenu. Un cor-
recteur d’ordre fixé est calculé dans un deuxiéme temps en ne conservant dans la structure
O que les termes relatifs aur paramétres effectivement mesurés, de sorte que le correcteur
anti-windup finalement obtenu ne dépend pas des incertitudes.

Remarque 5.3.13 Les résultats du paragraphe 5.2 peuvent euxr aussi étre généralisés auz
systémes a paramétres variants. La convexité est notamment préservée dans le cas de la
synthése d’ordre plein a dynamique contrainte.

5.3.4 Application a un modéle de missile

L’objectif est maintenant d’appliquer la méthode proposée dans ce paragraphe & un
exemple réaliste de missile. On choisit volontairement un modéle et une structure de com-
mande trés simples, faisant notamment intervenir un unique gain anti-windup, de maniére
A pouvoir facilement évaluer 'intérét d’une approche a paramétres variants par rapport
a une synthése point par point suivie d’une phase d’interpolation. Une application plus
ambitieuse est proposée dans la partie III.

Le modéle non-linéaire initial du missile est extrait de [Reichert, 1992]. Son comporte-
ment en boucle ouverte est décrit par les équations ci-dessous.

{ & = g+ Ky M C,(a, M, u.) cos(a) (5.80)

q = K2 M2 Cm(a7M7uc)
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Seul le mouvement longitudinal est considéré ici. Le vecteur d’état z = [a ¢]7 est donc
constitué de 'angle d’incidence « et de la vitesse de tangage ¢, et on suppose qu’il est
entiérement mesuré. La commande u. correspond a l'angle de braquage de I’empennage
arriére, tandis que M désigne le nombre de Mach et que K7, Ko sont des constantes. Les
coefficients aérodynamiques C, et C}, initiaux sont quant a eux modélisés par des fonctions
polynomiales d’ordre 3 en « et d’ordre 1 en M. Ils sont ici simplifiés de maniére & obtenir

une dépendance linéaire en «:
Cz(a, M,ue) = (211 + 212M) a+ 20 uc
C(a, M ue) = (mi1 +miaM) o+ mo ue

ol les z; et les m; sont des coefficients constants. On considére enfin des angles d’incidence
peu importants, ce qui permet de réaliser ’approximation cos(«) ~ 1 dans ’équation (2.19).
Une étude comparative réalisée en différents points critiques du domaine de vol révéle que
la dynamique du systéme est peu dégradée par de telles simplifications.

Ces équations d’état non-linéaires en boucle ouverte & = f(z,u.) sont mises sous forme
LFT z = F,(F(s), M.I4)u. a I'aide de la LFR Toolbox [Magni, 2006], ot le nombre de
Mach est vu comme un paramétre variant compris dans l'intervalle [2, 4], qui correspond au
domaine de validité du modéle. Un actionneur du second ordre saturé en vitesse et décrit
par les équations ci-dessous :

¢ = satr, ()
G = W2 (u — ug) — 2€wasatr, (C2) (5.81)
Ue = Cl

avec {, = 0.7,w, = 150rad/s et L, = 100 deg/s, vient alors compléter le modeéle en boucle
ouverte G(s).

La saturation est dans un premier temps ignorée et un correcteur nominal de type PID
dépendant de M est synthétisé par une technique modale. Le systéme en boucle fermée
ainsi obtenu se comporte comme un second ordre dont I’amortissement et la pulsation
valent respectivement 0.6 et 15rad/s, et ce quelle que soit la valeur de M dans U'intervalle
[2,4]. Le gain K obtenu admet une représentation LFT d’ordre 3 en M.

Le modéle de référence L(s) est quant a lui défini simplement comme un systéme linéaire
du second ordre d’amortissement 0.6 et de pulsation égale a 15rad/s. La performance
robuste est donc définie par la fonction de transfert entre la consigne «, et la différence
o — ay, entre 'angle d’incidence du systéme saturé et celui du systéme linéaire associé.
L’interconnexion non-linéaire ainsi obtenue est représentée sur la figure 5.13 et est conforme
a celle décrite sur la figure 5.11.

On cherche maintenant a synthétiser un correcteur anti-windup éventuellement fonction
du nombre de Mach qui permette d’assurer un bon suivi du modéle de référence tout en
garantissant la stabilité du systéme saturé pour des consignes d’amplitude élevée. On se
limite ici & des correcteurs statiques agissant uniquement sur la dynamique du correcteur
nominal, ce qui permet de ne travailler qu’avec un seul gain anti-windup. Deux stratégies
sont mises en ceuvre puis comparées :

1. Plusieurs correcteurs sont calculés pour différentes valeurs de M dans l'intervalle
[2,4] a l'aide des outils proposés dans le paragraphe 5.1, puis une interpolation est
réalisée (approche point par point).

2. Un correcteur unique dépendant du nombre de Mach est déterminé & l’aide de la
technique du paragraphe 5.3.2 (approche directe).
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Figure 5.13 Structure du modéle de missile en boucle fermée.

Dans le deuxiéme cas, I'interconnexion de la figure 5.13 est réécrite conformément a la
figure 5.12. Une analyse de stabilité montre qu’il n’est pas possible de garantir la stabilité
pour des variations arbitrairement rapides du Mach, et ce méme en ’absence de saturation.
Des filtres passe-bas du premier ordre de constante de temps 7 = 0.2's sont alors introduits
en aval du bloc de parameétres et intégrés au systéme P(s). Ils permettent dans une certaine
mesure de prendre en compte le fait que la vitesse de variation du Mach est nécessairement
bornée en pratique, et donc de réduire le conservatisme, ce que n’autorise pas directement
I’approche proposée dans ce chapitre.

Remarque 5.3.14 Une telle démarche est intuitive mais nécessite cependant d’étre vali-
dée. On compare pour cela le comportement entrée-sortie du modeéle nominal et du modéle
filtré suivant le schéma de la figure 5.14.

Qy -
P(s)
M
\ &3
- )~ a—ar
1 P(s)
1+4+7s
filtres
M |-

Figure 5.14 FEvaluation du comportement entrée-sortie du systéme filtré.
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Plus précisément, on impose a Uaide de 1’'IQC Toolbox pour Matlab [Kao et al., 2004;
Megretski et Rantzer, 1997 une borne réaliste sur la vitesse de variation du Mach, & savoir
|M(t)] < 1, puis on calcule une borne supérieure Ysup de la norme Lo-induite entre la
consigne oy et le signal d’erreur oo — ap. On obtient sy, = 0.04, ce qui signifie que la
différence entre les deux systémes est trés faible, et donc qu’il est tout & fait légitime de
réaliser un tel filtrage.

Les filtres permettent d’assurer la faisabilité du probléme de synthése anti-windup. Les
gains obtenus par les deux méthodes décrites ci-dessus sont alors tracés sur la figure 5.15,
et on constate notamment que 'approche directe conduit & un gain quasi-constant.

0.26
/
0.24+ y
/
0.22 /
/
o,
= L /
.S 0.2 ;
= /
F 018f : : /
= approche point par point ’
3 o1ef : : e
=) 7
' 0a4f
= 2
< o12f ~ 7
< o1 -
> _ -
0.08F =
0.06F \ :
approche directe
004 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2 3.4 3.6 3.8 4

nombre de Mach

Figure 5.15 Valeur du gain anti-windup en fonction du nombre de Mach.

L’amplitude maximale de la consigne pour laquelle la stabilité est garantie est quant
a elle représentée sur la figure 5.16. Les deux approches donnent des résultats équivalents
pour les valeurs les plus critiques du nombre de Mach, i.e. M = 2. L’approche directe
fournit en effet une garantie globale de stabilité ou de performance pour tout l'intervalle de
validité de M et il semble donc cohérent que le correcteur ainsi calculé soit particuliérement
adapté a ces valeurs critiques. En outre, les deux courbes restent trés proches lorsque M
augmente, ce qui montre qu’un correcteur anti-windup constant est tout a fait suffisant
dans 'exemple étudié ici.

Enfin, la figure 5.17 montre que le correcteur anti-windup constant se comporte trés
bien quelle que soit la valeur du nombre de Mach. Une légére augmentation du temps de
réponse est observée par rapport a la référence linéaire pour des valeurs de M proches de 2,
mais les réponses temporelles du systéme saturé restent dans tous les cas satisfaisantes.
On constate enfin que le systéme est instable en 'absence de correction anti-windup.

Ce paragraphe présente donc une application originale des techniques anti-windup dé-
veloppées précédemment. L’objectif ici n’est en effet pas de montrer que 'approche avec
prise en compte directe des paramétres variants est plus performante qu’une approche
point par point, mais plutét qu’elle permet de réduire la complexité du correcteur pour
des performances équivalentes.
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Figure 5.16 Amplitude mazimale de la consigne pour laquelle la stabilité est garantie.
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Figure 5.17 Réponses temporelles a un échelon d’incidence.

Conclusion

La premiére contribution de ce chapitre consiste a proposer une méthodologie compléte
de synthése anti-windup dynamique s’appuyant sur une modélisation de la fonction satu-
ration a ’aide d’une condition de secteur modifiée. Une formulation convexe du probléme
d’ordre plein est notamment établie. La convexité est perdue dans le cas général mais
peut étre restaurée dés que la dynamique du correcteur est fixée. Dans ce contexte, un
algorithme permettant de déterminer un ensemble de pdles pertinents puis un correcteur
d’ordre réduit adéquat est alors introduit.

Dans un deuxiéme temps, une stratégie est élaborée afin de contraindre le correcteur
anti-windup et d’éviter I’apparition de dynamiques lentes susceptibles de dégrader les per-
formances temporelles. Plus précisément, une borne supérieure est introduite sur la partie
réelle de ses pdles, ce qui permet de gérer efficacement le compromis entre taille du domaine
de stabilité d’une part et pertinence de la réponse temporelle d’autre part.
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Les résultats obtenus sont finalement généralisés aux systémes variants et /ou incertains.
Dans tous les cas, la convexité est préservée pour des correcteurs d’ordre plein, ce qui rend
les outils mis au point facilement exploitables d’un point de vue numérique. Ces derniers se
révélent d’ailleurs trés efficaces lorsqu’ils sont appliqués a des modéles réalistes de missile
et d’avion de combat. Les correcteurs anti-windup obtenus permettent en effet d’assurer
la stabilité des systémes saturés pour des consignes d’amplitude élevée tout en minimisant
la dégradation de performance due a la présence des saturations.

Notations
BMI Inégalité Matricielle Bilinéaire
1QC Contrainte Quadratique Intégrale
LFT Transformation Fractionnaire Linéaire
LMI Inégalité Matricielle Linéaire
LPV Linéaire & Parameétres Variants
LTI Linéaire Invariant dans le Temps
LTV Linéaire Variant dans le Temps
R, R+ Ensemble des nombres réels, des nombre réels positifs
IR™*" Ensemble des matrices réelles de taille m x n
71l |7 Norme euclidienne du vecteur r, valeur absolue du réel r
zZ Conjugué du nombre complexe z
R(z) Partie réelle du nombre complexe z
1, Matrice identité de taille m x m
O Matrice nulle de taille m x m
MT Transposée de la matrice M
o(M) Plus grande valeur singuliére de la matrice M
Fu(M,N) LFT supérieure (voir annexe)
ch Ensemble des signaux d’énergie finie de dimension p
co(.) Enveloppe convexe
o), 0(.) Opérateur zone morte multivariable, monovariable

Dans un souci de concision, la partie triangulaire supérieure stricte d’'une matrice hermi-
tienne est généralement représentée a ’aide de symboles .
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Chapitre 6

MODELISATION LFT NON-LINEAIRE DE LA
DYNAMIQUE LATERALE D’UN AVION AU SOL

Résumeé : L’automatisation de la phase de roulage au sol d’un avion de transport civil
représente un enjeu important en termes de sécurité et de décongestion des aéroports.
Il faut pour cela disposer d’'un modéle suffisamment simple afin de pouvoir appliquer les
techniques de 'automatique moderne, mais néanmoins représentatif du comportement de
I’avion sur un vaste domaine opérationnel. Ce chapitre décrit les différentes étapes permet-
tant d’obtenir une représentation LFT simplifiée de la dynamique latérale d’'un avion au
sol & partir d’'un modéle non-linéaire complet développé dans un contexte industriel.

Mots clés : dynamique de ’avion au sol, identification des forces de friction, modélisation
LFT non-linéaire, saturations.
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L’utilisation des commandes de vol électriques & bord des avions de transport s’est
généralisée depuis une vingtaine d’années. Ce dispositif offre en effet un confort accru en
termes de pilotage, de meilleures protections du domaine de vol, et bien d’autres avantages
encore. De maniére générale, il propose une assistance au pilote tout en apportant des
garanties supplémentaires de sécurité. Cependant, si ces progrés permettent une automa-
tisation de la plupart des phases de vol, le pilotage au sol des avions commerciaux est le
plus souvent réalisé manuellement par le pilote, qui doit commander simultanément les
moteurs, le systéme de freinage, ainsi que les braquages de la dérive et de la roulette avant.
L’automatisation de la phase de roulage apparait donc comme 1'un des objectifs majeurs
des années a venir dans le domaine des lois de pilotage. Elle doit permettre de réduire la
charge de travail du pilote, d’optimiser les trajectoires sur la piste tout en renforcant la
sécurité, et a plus grande échelle de réduire I’engorgement des aéroports.

On dispose pour cela d’'un modéle non-linéaire développé dans un contexte industriel et
décrivant avec une bonne précision les déplacements d’un avion de transport lors de la phase
de roulage au sol, depuis I'atterrissage jusqu’au point de stationnement |Jeanneau, 2007).
S’il est tout a fait représentatif du comportement de I'avion réel, ce qui en fait un outil
de validation pertinent, il est en revanche beaucoup trop complexe dans la perspective de
synthétiser des lois de commandes. En effet, 'application des techniques de I'automatique
moderne nécessite généralement de travailler sur des modéles de structure spécifique et
de complexité raisonnable. Une premiére étape de modélisation et de simplication s’avére
alors nécessaire et fait 'objet de ce chapitre.

Plus précisément, une méthodologie compléte permettant de modéliser la dynamique
latérale d’un avion au sol est proposée. Elle conduit & 'obtention d’'un modéle LFT trées
simplifié compatible avec les outils d’analyse de robustesse et de synthése de lois de com-
mande développés dans les parties I et II. La principale difficulté consiste a représenter les
interactions entre les roues et la piste, qui dépendent de maniére fortement non-linéaire
de nombreux paramétres tels que I’angle de dérapage au niveau des pneus, la force verti-
cale, la vitesse longitudinale, ou encore I’état de la piste, qui peut étre séche, mouillée, ou
méme gelée. Une attention particuliére est consacrée a ce point particulier et une procé-
dure d’identification s’appuyant sur une technique d’inversion dynamique non-linéaire est
proposée. Elle est appliquée avec succés a la détermination des forces de friction latérales,
qui sont finalement modélisées avec une bonne précision a 'aide de saturations.

Le chapitre est organisé de la maniére suivante. Le modéle non-linéaire initial est pré-
senté au paragraphe 6.1. L’accent est mis sur sa grande complexité et sur la nécessité de
réaliser des simplifications. Dans cette optique, un modéle LPV est développé au para-
graphe 6.2 dont les entrées correspondant aux forces de friction entre les roues et le sol
restent & déterminer. Une procédure d’identification est alors proposée au paragraphe 6.3,
qui suggére de modéliser ces forces a 'aide de saturations. Il en résulte au paragraphe 6.4
une représentation LFT non-linéaire simplifiée de la dynamique latérale de I’avion au sol,
dont le comportement est comparé a celui du modéle initial au paragraphe 6.5.

6.1 Description du modéle non-linéaire initial

6.1.1 Architecture générale

Le modéle non-linéaire en boucle ouverte étudié dans ce chapitre est représentatif d’un
avion de transport civil. Il est constitué de trois blocs principaux détaillés sur la figure 6.1
et dont une description compléte est proposée dans [Jeanneau, 2007).
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Figure 6.1 Architecture générale du modéle non-linéaire initial.

Le bloc Dyn contient les équations du mouvement, qui décrivent en fonction des forces
F et des moments M 1’évolution des 12 degrés de liberté de I'avion, & savoir :

e la vitesse linéaire V = [V, V}, V)" du centre de gravité,
T
]

e la vitesse angulaire 2 = [p ¢ r]" constituée des vitesses de roulis, tangage et lacet,

la position ¥ = [z y Z]T du centre de gravité,

Pattitude = = [¢ 0 Q,Z)]T constituée de 'angle de gite, de I'assiette et du cap.

Les composantes des vitesses V' et {2 sont associées aux axes du repére avion alors que
les positions W et = sont exprimées par rapport au repére sol, ce qui nécessite de faire
intervenir des matrices de transformation Ty et Tz dépendant de 'attitude =. On obtient
donc les équations ci-dessous, qui sont indépendantes du type d’avion considéré et sont
valables aussi bien au sol qu’en vol:

v L_anv

Q| (M -QA(IQ) 6.1)
7 Ty V

=) T=Q

La masse de I'avion est notée m, tandis que I désigne la matrice d’inertie. En raison des
propriétés de symétrie de 'avion, cette derniére peut s’écrire sous la forme:

I:c:c O _Ixz
I=| 0 I, O (6.2)
_I:cz O [zz

Les forces et les moments qui agissent sur ’avion sont modélisés dans le bloc F&M et
sont principalement liés aux effets aérodynamiques, a la gravité, a I’action des moteurs et
aux interactions avec le sol (freinage, dérapage). Ils dépendent de données aérodynamiques
et environnementales diverses, mais également de 1’état des actionneurs (braquage de la
dérive 9., position angulaire de la roulette avant Oxy, couple de freinage Ch,.r, poussée
moteur Py,.t). L’expression des forces dans le repére avion est donnée par I’équation :

F, 1 -C, —mgsin(f) Pot
F, | =3 pSVZ| C, |+ | mgsin(®)cos(d) | + 0 +  Fy (6.3)
F, -C, mg cos(¢) cos(6) 0

effets aérodynamiques gravité poussée moteur  interactions sol
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ol p représente la masse volumique de l'air, S la surface de référence, V, la vitesse aé-
rodynamique et g I'accélération de la pesanteur. Les coefficients aérodynamiques C,, Cy
et C, sont modélisés & I'aide de réseaux de neurones [Lavergne et al., 2004]. Les forces
de contact entre les roues et le sol sont quant & elles notées Fj,. Leur détermination est
complexe car elles dépendent de maniére fortement non-linéaire des angles de dérapage
locaux Byw et By au niveau de la roulette avant et du train principal, mais égale-
ment de la force verticale F}, de I'état de la piste (séche, mouillée, gelée) ou encore de la
vitesse longitudinale de ’avion V. Un modéle macroscopique présenté en détail au para-
graphe 6.3 et combinant différents éléments de [Bakker et al., 1987; Barnes et Yager, 1998;
Clot et al., 1998] est utilisé.

Enfin, le bloc Act regroupe les modéles des différents actionneurs. Il est constitué
de trois sous-systémes correspondant & la roulette avant, au systéme de freinage et aux
moteurs. L’actionneur de la roulette avant est représenté par un systéme non-linéaire du
premier ordre qui détermine Oy en fonction du courant de consigne ISVyw envoyé
a la servovalve :

UQ(KQ — ’APNw‘)
1+ KgUg([SVNw)

HNW = Klo'l(ISVNw)\/ (6.4)
Les fonctions o;(.) représentent des saturations et les coefficients K; des constantes géo-
métriques et physiques, tandis que APy est une fonction non-linéaire dépendant de la
pression dans les pistons et de fyy. De maniére similaire, le modéle associé au systéme de
freinage détermine la pression P, en fonction du courant de consigne 1.S5Vj, :

Py, = %TI;??U([S%M,PMH\/ APy, (6.5)

Bpri. €st un coefficient de compressibilité dépendant de la différence de pression AP,
dans les pistons, qui est elle-méme fonction de Pyi. Vi est le volume de déplacement
des pistons, 7 le coefficient d’écoulement et o(.) une fonction saturation. L’actionneur de
la roulette avant et le systéme de freinage sont rebouclés par des correcteurs élémentaires
permettant de calculer les intensités I.SVyw et 1.5Vy,, a partir des consignes Oy, et Py,

ISVNw = knw(Onw, — Onw)
t (6.6)
ISV = ki, + ko, / (Pork, — Porr) dt
0
et auxquels viennent s’ajouter des saturations. Ainsi, pour la roulette avant, on a:
Onw| < L
| . | g (6.7)
Ovw| < Ly

avec L,=T4deg et L, =16.3deg/s. Enfin, le comportement des moteurs est modélisé¢ en
deux étapes. Un premier bloc détermine & I’aide d’un réseau de neurones la poussée associée
4 une consigne Ny, donnée en fonction des conditions de température, pression, Mach. .. La
dynamique est alors modélisée a ’aide d’un systéme non-linéaire du second ordre.

6.1.2 Neécessité d’un modéle réduit

Le modéle non-linéaire présenté au paragraphe 6.1.1 est décrit a 'aide d’équations
différentielles. Il est donc nécessaire de le mettre sous forme LFT afin de pouvoir utiliser les
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outils d’analyse et de synthése développés dans les parties I et II. Une premiére méthode
consiste a le convertir directement en utilisant I'approche LFT symbolique non-linéaire
décrite dans [Marcos et al., 2005a]. Une représentation exacte, i.e. identique au modéle
initial d’'un point de vue entrées-sorties, est ainsi proposée dans [Marcos et al., 2006].
Différents algorithmes [Magni, 2006; Hecker et al., 2004; Marcos et al., 2005b| sont comparés
et combinés afin de réduire au maximum la complexité du bloc A dont les dimensions sont
précisées dans le tableau 6.1.

Sous-systéme Dimension du bloc A
Dyn 43
F&M 134
Act 24
Modéle complet 201

Tableau 6.1 Dimension du bloc A de la représentation LFT exacte de l’avion au sol.

Le modéle non-linéaire initial est représentatif du comportement d’un avion au sol et
constitue donc un outil pertinent dans la perspective de valider les lois de commande. La
grande complexité de la représentation LF'T associée le rend cependant inexploitable & des
fins d’analyse de robustesse et de synthése de correcteurs. Il apparait donc judicieux dans
un premier temps d’opérer des simplifications avant de chercher une représentation LFT
compatible avec les outils développés dans les chapitres précédents. Ces deux étapes sont
détaillées respectivement dans les chapitres 6.2-3 et 6.4, en se limitant & la dynamique
latérale de I'avion. La modélisation de la dynamique longitudinale est quant a elle abordée
dans [Marcos et al., 2006; Biannic et al., 2007].

6.2 Construction d’un modéle latéral simplifié

Le modéle simplifié doit étre représentatif de la dynamique latérale d’un avion au sol:
e sur une large plage de vitesse V,, comprise entre 5 et 150 kts,
e pour des braquages de la roulette avant 6y pouvant atteindre 50 deg.

D’autre part, il doit permettre de prendre en compte des incertitudes paramétriques sur
les coefficients aérodynamiques et étre valable quel que soit I’état de la piste.

6.2.1 Hypothéses simplificatrices

Plusieurs hypothéses sont envisagées afin de simplifier les équations générales (6.1). La

plupart d’entre elles sont caractéristiques de la phase de roulage au sol.

(Hp) Le couplage inertiel entre M, et M, est négligé, i.e. I, = 0.

(Hy) La piste est parfaitement horizontale. La position du centre de gravité sur l'axe
vertical est donc constante, ce qui se traduit par V, =0 et V, = 0.

(H3) Les absorbeurs de chocs sont parfaitement rigides. Il n’y a pas de variation des vitesses
de roulis et de tangage, i.e. p=q = 0.

(Hy) Les expressions des coefficients aérodynamiques sont linéarisées.

(Hs) Le train principal est assimilé & une roue unique localisée sous le fuselage.

L’hypothése (Hs) est tout a fait réaliste lorsque I'on s’intéresse au comportement de
I’avion au sol. Elle permet en effet de simplifier considérablement les équations tout en
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préservant la fidélité du modéle pour la majorité des manceuvres considérées. Elle peut
cependant se révéler inadéquate en cas de freinage important (vitesse de tangage non
négligeable) ou de poussée différentielle marquée (fort mouvement de roulis et de lacet).
Ces cas particuliers ne sont pas étudiés ici et 'hypothése (Hs) n’est donc pas restrictive. Il
en est de méme de I'hypothése (Hs), qui se révéle pertinente a condition de ne pas étudier
certaines manceuvres spécifiques (freinage différentiel notamment).

L’hypothése (Hy) est quant a elle relativement classique et parfaitement justifiée ici
en raison des faibles intervalles de vitesse et d’altitude considérés. D’autre part, les effets
aérodynamiques deviennent négligeables par rapport aux forces de contact au fur et a
mesure que la vitesse V,, diminue, ce qui rend inutile une modélisation trés précise.

6.2.2 Equations latérales

Dynamique de I’avion. Les hypothéses (Hy), (Hz) et (Hs) permettent de simplifier les
équations initiales (6.1) pour obtenir un modéle a deux degrés de liberté:

=

" (6.8)
Vy = Ey—er

Forces et moments. D’aprés 1'équation (6.3), la poussée moteur est une force purement
longitudinale. Il en est de méme pour la gravité en raison des hypothéses (H2) et (Hs)
qui impliquent que ¢ = 0. La force Fy et le moment M, proviennent donc uniquement des
effets aérodynamiques et des interactions entre les roues et le sol:

F, = F,, +F,

(6.9)
Mz — Mza +Mzs
Pour ce qui est des effets aérodynamiques, on a:
1
Fy = 3 pSV.2C,
1 (6.10)
M, = ipSchCn
ot les coefficients aérodynamiques C, et C), se décomposent de la maniére suivante:
rc
Cy = CysBa+ Cysdr + Cy, V.
a
re (6.11)
Cn - Cnﬁﬁa + Cn(;ér + Cnrv
a

en vertu de I'hypotheése (Hy). Les paramétres Cy, et C,, sont des constantes calculées
a partir des réseaux de neurones du modéle non-linéaire initial et I'angle de dérapage
aérodynamique [, est modélisé par:

V. w.
fo= L+ (6.12)

ou W, représente le vent latéral. Les forces de friction entre les roues et le sol peuvent
quant & elles étre scindées en deux composantes associées respectivement & la roulette
avant (indice ) et au train principal (indice p¢q):

Fys = FyNW + FyMG (6-13)
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Leurs expressions sont détaillées au paragraphe 6.3 et dépendent principalement des angles
de dérapage locaux Byw et Oyrg dont les expressions simplifiées grace a 'hypothése (Hs)
sont précisées ci-dessous :

dnw -
Onyw = arctan <M> —ONw (6.14)

—_——
BNW

Bmc = arctan <W> (6.15)

—_——
Bma

Les paramétres dyw et dpsg représentent les distances suivant I’axe du fuselage entre la
roulette avant ou le train principal d’une part, et le centre de gravité de I'avion d’autre
part. Enfin, les moments générés par les forces de friction sont définis par:

M, =M., + M., (6.16)

avec :

{ MZNW = FyNW(ﬁNW)dNW (6 17)

Mo = _FyNIG(ﬁMG)dMG

Actionneurs. Les manceuvres latérales réalisées par poussée ou freinage différentiels
n’étant pas envisagées dans la suite de ’étude, il n’est pas nécessaire de disposer de mo-
déles pour les moteurs et le systéme de freinage. Pour ce qui est de 'actionneur de la
roulette avant décrit par la relation (6.4), les simulations réalisées montrent qu’il se com-
porte comme un systéme linéaire du premier ordre avec une constante de temps A~' = 0.1s
tant que la consigne Oy, est suffisamment petite. Lorsque Onw, augmente, des satura-
tions en position L, = 74 deg et en vitesse L, = 16.3 deg/s apparaissent. Un petit retard
7 et un offset constant |fy| < 1deg sur Oy sont également observés. L’actionneur de la
roulette avant peut donc étre représenté avec une trés bonne précision par la relation :

Onw (t) = satr, (A (satr, (Onw.(t—7)) = (Onw(t) + 60))) (6.18)

En pratique, la saturation en position n’est jamais atteinte et peut étre omise. D’autre
part, le retard est représenté par un Padé d’ordre 1, ce qui conduit finalement au modéle
d’actionneur simplifié suivant :

0o

Onw. |1-057s | + l 1 Onw
T T 15 057s %?%f — 5 T

Figure 6.2 Modélisation simplifiée de l'actionneur de la roulette avant.
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6.2.3 Obtention d’un modéle LPV

En combinant les équations simplifiées décrivant la dynamique latérale de I'avion et la
répartition des forces et moments, on obtient le modéle LPV ci-dessous:

1] - am [ onen 2] n

M ECTI

ouf=1[V, Vx]T représente un vecteur de parametres variants constitué de la vitesse aéro-
dynamique et de la vitesse longitudinale de I’avion. Les matrices d’é¢tat A, B,, Bs et Cp
sont quant & elles définies par:

(6.19)

C2Cnr chB CO’nﬁ CVaCn5
Aa — |: 0 0 :| + pSVa Izz Izz : Ba — pSVCL [zz Izz
_Vx 0 2 CCyT % 2 % VaC’yé
m m m m
dvw  due ;
o 1
B, — I, I, . Oy = 1 NW
P Vo | —due 1
m m

Remarque 6.2.1 Les paramétres V, et V, me sont pas indépendants et peuvent méme
coincider en l'absence de vent.

6.3 Représentation des forces de friction

Dans le modéle LPV présenté au paragraphe 6.2.3, les forces de contact entre les roues
et le sol sont considérées comme des entrées exogénes. L’étape suivante consiste a les décrire
de maniére adéquate en fonction des angles de dérapage Gyw et Oara, et donc des variables
@NW, @MG et Onw par l'intermédiaire des relations (6.14) et (6.15). L’objectif est ainsi de
faire le lien entre les équations (6.19) décrivant la dynamique de ’avion et 'équation (6.18)
associée a 'actionneur de la roulette avant afin d’obtenir une représentation simplifiée du
comportement latéral de ’avion au sol.

6.3.1 Modélisation initiale

Les composantes latérales Fy,,. et Fy, . des forces de friction apparaissent lorsque
I’avion est animé d’'un mouvement de lacet ou lorsque sa vitesse n’est plus orientée dans le
plan de symétrie des roues, par exemple en cas de dérapage ou de braquage de la roulette
avant. Elles dépendent de nombreux paramétres et principalement des angles de dérapage
locaux Byw et Baq, de la force verticale F, et de I'état de la piste Apy. Un exemple est
présenté sur la figure 6.3.

Dans le modeéle non-linéaire initial, les forces de friction latérales au niveau de la roulette
avant ou du train principal sont modélisées & I'aide de la relation ci-dessous, dans laquelle

les indices yw ou prg sont omis afin d’alléger les notations.

Bapt(Arwy)
F, F27)\rw =G Fz &
y(ﬂa y) ( )ﬁ gpt()\rwy) +ﬁ2

(6.20)
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1 T T T T

force verticale élevée vitesse longitudinale = 0.3m/s
0.9 —

0.7 4

051 : 4

F, (normalisée)

031 4

01l [ e S
l ﬁopt

force verticale faible

I I I I
0 5 10 15 20 25 30 35 40

angle de dérapage (deg)

Figure 6.3 Variation de la composante latérale des forces de friction en fonction de l’angle de
dérapage et dispersion en fonction de la force verticale.

Lorsque le dérapage reste faible, Fy, dépend linéairement de 3, la relation de proportionna-
lité étant matérialisée par le coefficient GG, généralement désigné sous le nom de cornering
gain et fonction de F.. Lorsque (3 augmente, F), finit par décroitre aprés étre passé par
un maximum pour une valeur 3 = [,,; dépendant de ’é¢tat de la piste. Ce dernier est
représenté par un scalaire normalisé Ay, variant entre 0 (piste gelée) et 1 (piste séche).
Les fonctions non-linéaires G(F;) et Bopt(Arwy) sont identifiées & partir de tests réalisés par
les fabricants de pneus.

La détermination d’un modéle simplifié de ces interactions entre les roues et la piste

est réalisée en deux temps:

e Une procédure d’identification s’appuyant sur une technique d’inversion dynamique
non-linéaire [Enns et al., 1994] est proposée au paragraphe 6.3.2 afin de calculer les
forces Fy,, et Fy,,, qu'il faudrait injecter dans I'équation (6.19) pour que les états
du modele LPV coincident avec les états du modéle non-linéaire initial.

e Une représentation simplifiée de ces forces est alors proposée au paragraphe 6.3.3.

6.3.2 Identification par inversion du modéle LPV

La procédure d’identification proposée repose sur l'inversion du modéle LPV décrit au
paragraphe 6.2.3. Si 'on note zppy = [rrpy VyLPV]T le vecteur d’état de ce systéme et
ug = [W, 6,]" les entrées aérodynamiques, Péquation (6.19) s’écrit :

F

LA } (6.21)

YymaG

Trpy = A(Q)xLPV + Ba(e)ua + B |:

Pour une manceuvre donnée, on connait les entrées u, et on peut déterminer par simulation
du modéle non-linéaire initial le vecteur d’état xnr = [ryr VyNL]T ainsi que les valeurs
des paramétres longitudinaux V, et V., dont on déduit les matrices A, B, et B,. Toutes
ces grandeurs étant connues et la matrice By étant inversible, on constate que le signal
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dérivé 7 py peut étre entiérement controlé par un choix approprié de F ., et Fy,,,. Plus
précisément, en injectant :
I3 . TNL — TLPV
|: FZ/NW :| =B, [aI — A(@) — Ba(e)] TPV (6.22)
YmaG U
a
dans la relation (6.21), on obtient :
trpv = a(rNp — rLpPV) (6.23)

On peut donc contraindre le vecteur d’état du modéle LPV & rester aussi proche qu’on
le souhaite de celui du modeéle non-linéaire & condition de choisir une valeur de « suffisam-
ment élevée.

Plusieurs manceuvres réalisées a différentes vitesses et pour différentes valeurs de A,y

sont alors étudiées. Les forces F, et FyMG obtenues par la méthode d’identification

YNW
ci-dessus sont représentées en traits pleins sur la figure 6.4.

16

sl
N 1l \ |
piste séche piste séche
4t ] 12 , - |
z z.
Z -
~ piste mouillée — 10} e ; i
5 5 DAL 18
Z = E sl ]
<Lle <LL4 piste mouillée

piste gelée
e al e - : |
A piste gelée 4
Y N R R R N A ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Bnw (deg) Puc (deg)

Figure 6.4 Identification des forces de friction et approximation par des fonctions saturation.

Leurs profils sont compatibles avec la relation (6.20). Le modeéle LPV simplifié représente
donc une bonne approximation du modéle initial, ce qui permet de valider les hypothéses
énoncées au paragraphe 6.2.1.

6.3.3 Approximation par des non-linéarités de type saturation

On cherche maintenant & caractériser les forces de friction tracées sur la figure 6.4. Une
démarche possible consiste a identifier des fonctions G(F%) et Bopt(Arwy) afin de se ramener
a un modele similaire a celui de 1’équation (6.20). Un tel choix n’apparait cependant pas
judicieux dans la perspective d’obtenir une représentation simplifiée.

Une autre approche consiste & encadrer les faisceaux de courbes identifiées & D'aide
de fonctions linéaires par morceaux, qui sont représentées en pointillés sur la figure 6.4.
L’influence de la force verticale et de la vitesse n’est alors plus modélisée de maniére
explicite, mais est prise en compte par I'introduction d’incertitudes multiplicatives d¢g,, (t)
et 0, (t) sur les cornering gains. D’autre part, 'objectif des lois de commande étant
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d’éviter que le dérapage devienne trop important, il n’apparait pas nécessaire de disposer
d’une estimation précise des forces latérales au-dela de (3,,;. En se limitant aux angles
inférieurs a cette valeur, on constate alors que les forces identifiées peuvent étre représentées
avec une bonne précision par des non-linéarités de type saturation. On obtient ainsi un
modéle simple mais néanmoins représentatif de ’évolution réelle des forces de friction :

{ Fynw R Sat Ly ) (1 Gy (0)Grw, Byw) (6.24)

Fypye = SatLJWG()\rwy) ((1 + 5GMG (t))GMGo Bua)

ot GNw, et G, représentent les valeurs nominales des cornering gains. Les niveaux de
saturation Lyw et Ly/g dépendent de I'état de la piste A,y et correspondent aux valeurs
maximales des forces obtenues respectivement pour des dérapages Bnwopt €t BaviGopt-

Remarque 6.3.1 Le modéle (6.24) peut étre affiné en introduisant des incertitudes sur
les niveaux de saturation, ce qui permet de réduire les intervalles de variation de 0¢ (1)

et 5GMG (t)

6.4 Mise sous forme LFT

On dispose désormais d’un modéle latéral simplifié de 'avion au sol. La mise sous
forme LFT peut alors étre réalisée a I’aide de la LFR Toolbox pour Matlab [Magni, 2006;
Hecker et al., 2004].

6.4.1 Modéle aérodynamique

L’algorithme proposé par [Cockburn et Morton, 1997| et implanté dans la fonction
symtreed.m de la LFR Toolbox est utilisé afin d’obtenir une représentation LET de la dy-
namique latérale de ’avion. Il nécessite cependant de travailler avec des matrices dépendant
de maniére polynomiale des paramétres & isoler, et n’est donc pas applicable directement au
modele (6.19) qui fait intervenir I'inverse de la vitesse V.. Une solution consiste a déclarer
V: et invV, comme deux variables symboliques indépendantes, ce qui conduit & une expres-
sion polynomiale en V;, invVy, Vg, d¢, et dc,, ces deux derniers paramétres correspondant
a des incertitudes multiplicatives LTT introduites sur le coefficients aérodynamiques C,, et
Cy. Une fois I'algorithme exécuté, une LFT symbolique d’ordre réduit est obtenue et les
deux opérations ci-dessous sont finalement effectuées:

e les variables V, et V, sont normalisées, i.e. V, = AyV,, + Vy et Vo = AyV,,, + VG,
ou Vp représente la valeur moyenne de V, et V,, de telle sorte que V,, € [—1,1] et
Ve, € [—1,1] correspondent respectivement a V, € [5,150 kts] et V,, € [5, 150 kts],

e la variable invV, est définie explicitement comme l'inverse de V.
Le modéle LFT de la dynamique latérale de ’avion est alors directement obtenu a ’aide

de la fonction surchargée eval.m. Il est représenté sur la figure 6.5, et comporte 2 états (r
et V,), quatre entrées (Wy, 6r., Fyyw . Fyue) €t quatre sorties (r, Vy, Bvw, Bua)-
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Ay
bloc LTV/LTI |«
Vaa va 5Cy’ 6071

|

Wy, 0p, ——» modele I ) V4
Fynw ™ aérodynamique > @N w
Fy]\/IG e — ﬁMG

Figure 6.5 Représentation LFT du modéle aérodynamique.
Le bloc A associé est de taille 8 x 8 et est structuré de la maniére suivante :
Ay = diag(Arv, Ary) (6.25)

avec :

{ Ary = diag (Va, ()13, Vi, (t).I3) (6.26)

AT[ = diag (5Cy 5 5Cn)

Remarque 6.4.1 Une méthode numérique classique utilisant la fonction abcd2lfr.m de la
LFR Toolboz suivie d’une étape de réduction réalisée a l’aide de la fonction minlfr.m [D’An-
drea et Khatri, 1997] peut également étre mise en ceuvre. Elle se révéle cependant moins
efficace que Uapproche symbolique décrite précédemment car elle conduit & un bloc Ay de
taille 11 x 11.

6.4.2 Forces de friction

La fonction /fr.m de la LFR Toolbox permet de définir les saturations saty ., et satr,,.
ainsi que les incertitudes dq,,, (t) et dg,,(t) sous forme d’objets LET élémentaires. Les
représentations LF'T des forces de friction Fy,,, et F,, . sont alors construites en connec-
tant ces différents éléments conformément a I’équation (6.24) puis concaténées a I’aide de la
fonction surchargée append.m. La LFT finalement obtenue est représentée sur la figure 6.6.

Az
bloc LTV/NL |«
SGnw: 0G e f

5NW —»| forces latérales b———» Fysz

buc ————» — > Fyue

Figure 6.6 Représentation LFT des forces de friction latérales.
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Le bloc A est constitué de deux saturations et de deux paramétres variants non répétés:
Ay = diag(Anr, Ary) (6.27)

avec .

{ Anr = diag (satryy, , Satr,e) (6.28)

Ary = diag (5GNW (t), 0G e (t))

Il reste alors & déterminer une représentation LFT de la fonction arctan, introduite
dans les relations (6.14) et (6.15) afin de calculer les angles de dérapage SByw et Sarg. Des
simulations temporelles réalisées sur le modéle non-linéaire initial révélent que 'angle By
au niveau du train principal ne dépasse jamais 10 deg, ce qui justifie I’approximation :

Bue = arctan(Burg) = Buc (6.29)

Seule la fonction arctan associée a langle Gnw doit donc étre prise en compte. Pour
couvrir ’ensemble des scénarios étudiés, 'approximation proposée doit est valable tant
que |BNW| < 1.2, ce qui correspond & des angles de dérapage (nw pouvant atteindre
50 deg. Comme le montre la figure 6.7, un tel objectif peut étre atteint avec un niveau de
précision inférieur a 5% a ’aide d’une simple fonction linéaire par morceaux :

lr] <04 — f(x)==x

2 2 (6.30)
x| > 04 — f(x)==z+ — signe(x)
3 15
que l'on peut réécrire sous la forme:
2 2 x
=S+ Zosaty, () 6.31
fw) =g+ 5ot (g (6.31)
ou satr, (.) représente une saturation normalisée (L, = 1).
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erreur limite 5% e
0.9 7 b

08 — —— = — = — === — ===~~~ — — g
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= 06F e ‘ 1
- I
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8 05 | B
=
= I
S 04—--—-——--= | 1
2 ! |
© 03l : ! E
I
! I
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I I
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T

Figure 6.7 Approximation de la fonction arctan.

La fonction arctan peut ainsi étre décrite de maniére trés précise a 'aide d’un objet
LFT dont le bloc A est constitué d’une unique saturation.
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Az
bloc NL <

e

fonction arctan
Bnw —————> > [Onw

Figure 6.8 Représentation LFT de la fonction arctan.

6.4.3 Actionneur de la roulette avant

La mise sous forme LFT du modéle simplifié de I'actionneur agissant sur la roulette
avant est immédiate & partir du schéma de la figure 6.2. Le retard 7 étant peu important,
on supprime le Padé afin d’obtenir la représentation la plus simple possible.

Ay
bloc NL <
/
actionneur de la
Onw, ————— »
roulette avant
g — » ——» Onw

Figure 6.9 Représentation LFT de l’actionneur de la roulette avant.

6.4.4 Création de 'interconnexion compléte

La derniére étape conduisant & I'obtention d’un modéle LFT complet consiste a connec-
ter les différents éléments représentés sur les figures 6.5 & 6.9, en notant que toute inter-
connexion linéaire de LFT est elle-méme une LFT. Elle peut étre réalisée aisément a 1’aide
d’outils complémentaires a la LFR Toolbox permettant de créer et de simuler des intercon-
nexions de LFT sous Simulink [Biannic et Déll, 2006; Biannic et al., 2006a]. Le résultat est
présenté sur la figure 6.10. Le modéle complet comporte trois états (r, Vi, Oyw ), quatre
entrées (Onw,, 0r., Wy, 0y) et deux sorties (r, V). Le bloc A associé est obtenu par conca-
ténation des blocs Ay & Ay. Il est de taille 14 x 14 et est structuré de la maniére suivante:

A =diag(Anr, Ary, Ary) (6.32)

avec :

Anp = diag (saty, , satr, , satry , Satn,,.)
ATV = diag (Van (t).[g s Vxn(t).fg s 6GNW (t) s 6GMG (t)) (6.33)
AT] = diag (6Cy s 6Cn)
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A4 Ag Wy: 5Tc Al
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Figure 6.10 Interconnexion des différentes représentations LFT.
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Figure 6.11 Représentation LFT de la dynamique latérale de ’avion au sol.

6.5 Simulations temporelles et validation

De nombreuses simulations ont été réalisées afin de valider les modélisations simplifiées
des forces aérodynamiques et des forces de friction. Dans un souci de concision, on se limite
ici aux deux manoeuvres spécifiques détaillées ci-dessous :

e manceuvre 1 (basse vitesse): la vitesse longitudinale reste inférieure & 20 kts et des
échelons de consigne importants sont envoyés a la roulette avant (40deg sur piste
séche et 20 deg sur piste mouillée).

e manoceuvre 2 (haute vitesse) : la poussée moteur maximale est appliquée jusqu’a at-
teindre une vitesse de 140 kts, et des consignes de type double créneau sont envoyées
a la roulette avant (£2deg) puis a la dérive (£5deg) lors de la phase d’accélération.

Quelques simulations temporelles sont présentées sur les figures 6.12 & 6.14. Les traits
pleins et les pointillés correspondent respectivement au modéle LFT simplifié et au modéle
non-linéaire initial.

Remarque 6.5.1 Comme on ne dispose pas ici d’une représentation LFT de la dynamique
longitudinale de l’avion, les valeurs de V, et V, mesurées sur le modéle non-linéaire sont
directement injectées dans le modéle LF'T latéral afin de pouvoir évaluer le bloc A.
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6.5.1 Manceuvre basse vitesse
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Figure 6.12 Manceuvre 1 réalisée sur piste seche.
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Figure 6.13 Manceuvre 1 réalisée sur piste mouillée.
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6.5.2 Manceuvre haute vitesse

r (deg/s)
V, (m/s)

temps (s)

Byw (deg)
Brc (deg)

temps (s) temps (s)

Figure 6.14 Manceuvre 2 réalisée sur piste séche.

Dans tous les cas, le modéle LFT simplifié a un comportement trés proche de celui du
modéle initial, notamment en ce qui concerne la vitesse de lacet r. Il est donc particuliére-
ment bien adapté dans 'optique:

e de synthétiser des lois de commande latérales performantes (chapitre 7),

e de réaliser une analyse de robustesse en présence de saturations multiples, d’incerti-
tudes de modele et de perturbations extérieures (chapitre 8).

Conclusion

Une méthodologie compléte est décrite dans ce chapitre afin de modéliser la dynamique
latérale de I’avion au sol. Elle est mise en ocuvre sur un modéle non-linéaire parfaitement
représentatif du comportement de ’avion mais difficilement exploitable en raison de sa
complexité, et conduit & I'obtention d’un modéle LFT trés simplifié compatible avec les
outils d’analyse de robustesse et de synthése de lois de commande développés dans les
parties I et II. Une procédure d’identification s’appuyant sur une technique d’inversion
dynamique non-linéaire est notamment proposée. Elle est appliquée avec succés a la déter-
mination des forces de friction latérales entre les roues et la piste, qui sont alors modélisées
avec une bonne précision par des fonctions saturation. Les résultats sont concluants, car
le comportement du modéle LFT simplifié est trés proche de celui du modéle non-linéaire
complet sur un vaste domaine opérationnel. De plus, la présence de non-linéarités de type
saturation, mais également d’incertitudes et de paramétres variants, suggére une procédure
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de synthése en deux étapes:

e synthétiser un correcteur anti-windup a paramétres variants sur le modéle LFT no-
minal et 'implanter sur le modéle non-linéaire complet,

e analyser la robustesse du systéme en boucle fermée aux incertitudes mixtes LTT/LTV
qui affectent le modéle afin de valider le schéma de synthése proposé.

Ces deux étapes sont abordées respectivement dans les chapitres 7 et 8.

Notations
LFT Transformation Fractionnaire Linéaire
LPV Linéaire & Paramétres Variants
LTI Linéaire Invariant dans le Temps
NL Non-Linéaire
V=1[V,V,V] Vitesse linéaire du centre de gravité, m/s
Q= [p,q,r] Vitesse angulaire (roulis, tangage et lacet), m/s
F =[F,, F,,F,] Résultante des forces, N

M = [My, My, M.] Somme des moments, N.m

m Masse de l'avion, kg

1 Matrice d’inertie de 1'avion, kg.m?

P Masse volumique de l'air, kg/m?

S Surface de référence, m?

c Longueur de référence, m

C:,Cy,C;, Gy Coefficients aérodynamiques

Ba Angle de dérapage aérodynamique, rad

V. Vitesse aérodynamique, m/s

Wy Vent latéral, m/s

dx Distance entre le centre de gravité et les roues, m
Ox Angle de dérapage local, rad

TILPV,TNL Etat du modéle LPV, du modéle non-linéaire
F,., Fyx Force latérale, force latérale identifice, N

Gy, Gy, Cornering gain, cornering gain nominal, N/rad
Arwy Etat de la piste (séche, mouillée, gelée)
Ly,Ly,L,, L, Niveaux de saturation

Onw, ONw. Position angulaire de la roulette avant, rad

0o Offset sur la position angulaire de la roulette avant, rad
Oy Op, Braquage de la dérive, rad

Dans les notations ci-dessus, le symbole x vaut NW ou MG selon que le paramétre
considéré est associé a la roulette avant ou au train principal. L’indice ¢ désigne quant a
lui un signal de référence (ou consigne).
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Chapitre 7

SYNTHESE ANTI-WINDUP APPLIQUEE AU
CONTROLE LATERAL D’UN AVION AU SOL

Résumeé : Une technique de synthése anti-windup est proposée pour assurer le controle
en vitesse de lacet et en cap d’un avion de transport civil lors de la phase de roulage au sol.
Pour cela, un correcteur & paramétres variants est synthétisé sur un modéle LFT simplifié
de la dynamique latérale. Il est ensuite implanté sur un modéle complet développé dans
un contexte industriel grace & une estimation en ligne des forces de friction latérales. De
nombreuses simulations attestent 'efficacité du correcteur adaptatif ainsi obtenu.

Mots clés: controle de avion au sol, systémes a paramétres variants, synthése anti-
windup, estimation des niveaux de saturation, implantation d’un correcteur LFT.
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Confrontés & des exigences économiques et de sécurité croissantes, les constructeurs
aéronautiques accordent de plus en plus d’importance & 'automatisation des phases de
roulage pour les avions de transport civils. Les enjeux consistent a réduire la charge de
travail du pilote, & optimiser les trajectoires sur la piste, et & plus grande échelle & réduire
I’engorgement des aéroports. Malheureusement, le contréle de 'avion au sol n’est pas un
probléme aisé : les techniques classiques d’automatique linéaire ne peuvent en effet pas étre
directement appliquées en raison des interactions entre les roues et le sol, qui présentent
un comportement fortement non-linéaire.

Une premiére approche fondée sur une technique d’inversion dynamique non-linéaire
a été envisagée par |[Duprez et al., 2004; Duprez, 2004], puis plus récemment par [Looye,
2007]. Une solution alternative est proposée dans ce chapitre, qui s’appuie sur la représen-
tation LFT simplifiée de la dynamique latérale de I'avion au sol développée au chapitre 6.
Cette derniére repose sur une modélisation pertinente des forces de friction latérales a
I’aide de non-linéarités de type saturation, ce qui suggére de recourir a des techniques
anti-windup. Une application originale des méthodes développées au chapitre 5 est donc
proposée, qui conduit a la synthése d’'un correcteur anti-windup & paramétres variants
dépendant de la vitesse longitudinale de ’avion.

L’étape suivante consiste & réaliser 'intégration de ce correcteur sur la représentation
non-linéaire compléte de ’avion au sol décrite au paragraphe 6.1 afin de valider le schéma
de commande proposé sur un modéle industriel trés représentatif du comportement de
I’avion réel. La principale difficulté réside alors dans le fait que les niveaux de saturation
introduits dans le modéle LFT simplifié ne sont pas directement accessibles lorsque 'on
considére le modéle complet. En outre, ils sont liés & la valeur des forces de friction la-
térales, dont les caractéristiques dépendent fortement de ’état de la piste et de la force
verticale. Dans ce contexte, la seconde contribution de ce chapitre consiste & montrer que
ces niveaux de saturation peuvent étre identifiés en ligne a I’aide d’un estimateur qui ad-
met une représentation LFT. Il en résulte finalement un correcteur adaptatif facilement
implantable dans un calculateur en vue d’'une possible utilisation sur un avion réel.

Le chapitre est organisé de la maniére suivante. Les objectifs de synthése sont pré-
sentés au paragraphe 7.1. Un correcteur anti-windup a parameétres variants est alors dé-
terminé au paragraphe 7.2 & partir de la représentation LFT du systéme en boucle ou-
verte, puis implanté sur le modéle non-linéaire complet au paragraphe 7.3 grice a un
estimateur des forces de friction latérales. De nombreuses simulations temporelles sont fi-
nalement réalisées au paragraphe 7.4. Elles permettent de valider la méthode de synthése
proposée et de mettre en évidence le gain significatif de performance lié au choix d’une
approche anti-windup.

7.1 Formulation du probléme de synthése anti-windup

7.1.1 Objectifs de la synthése

On cherche & synthétiser des lois de commande pour controler la dynamique latérale
d’un avion de transport au cours de la phase de roulage. Deux types de manoeuvres peuvent
étre envisagés:

e les manceuvres réalisées sur la piste principale ont pour but de contrer ’effet du vent
latéral afin de maintenir une trajectoire rectiligne lors de la décélération,
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e les manceuvres réalisées sur les pistes de déroulement sont exécutées a des vitesses
inférieures a 40kts et consistent a conduire 'avion de la piste principale jusqu’a son
point de stationnement.

Seules ces derniéres sont étudiées dans ce chapitre, et le probléme de synthése que l'on
cherche & résoudre peut alors se résumer de la maniére suivante.

Objectifs de la synthése. Déterminer un correcteur éventuellement non-linéaire permet-
tant d’asservir la vitesse de lacet r et le cap :

e avec un temps de réponse aussi faible que possible,
e sans dépassement de la consigne (principalement en cap),
e quel que soit 'état de la piste (séche, mouillée, gelée),

pour toute variation de la vitesse longitudinale V entre 5 et 40 kts.

Le scénario de référence suggéré par [Jeanneau, 2007] et décrit sur la figure 7.1 est utilisé
pour valider le schéma de commande proposé.

piste principale - \

demi-tour | 45m

zone de stationnement

150 kts

Figure 7.1 Scénario de référence.

Une attention particuliére est notamment accordée aux trois séquences ci-dessous:
e séquence 1: sortir de la piste principale en réalisant un virage de 30deg tout en
décélérant de 30 kts a 20 kts.
e séquence 2: réaliser un virage de 60 deg & une vitesse de 10 kts.
e séquence 3 : faire demi-tour & une vitesse de 5kts sur une piste de 45m de large.

7.1.2 Structure du correcteur proposé

La forte variation des forces de friction latérales en fonction de ’état de la piste consta-
tée sur la figure 6.4 laisse a penser que 'application de techniques linéaires classiques de
commande robuste se révélerait fortement conservative. Les saturations introduites au cha-
pitre 6 lors de la modélisation LF'T de 'avion au sol suggérent au contraire de privilégier
une approche anti-windup.
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Une procédure de synthése en deux étapes est ainsi proposée. Un correcteur nominal
dépendant de la vitesse longitudinale V, est tout d’abord déterminé afin de garantir de
bonnes propriétés de stabilité et de performance en 'absence de saturation. Il est constitué
d’une boucle interne permettant de contréler la vitesse de lacet et d’une boucle externe
assurant le maintien du cap. Un correcteur anti-windup lui aussi fonction de V. est alors
calculé a l'aide des outils développés dans la partie II. Il agit sur le correcteur nominal
afin de réduire les effets négatifs des saturations. La synthése de ces correcteurs sur la
représentation LFT simplifiée de I'avion au sol et leur implantation sur le modéle non-
linéaire complet sont détaillées dans les paragraphes 7.2 et 7.3.

7.2 Synthése anti-windup sur le modéle LFT simplifié

7.2.1 Représentation LFT en boucle ouverte de avion au sol

La représentation LF'T de la dynamique latérale de ’avion au sol proposée au chapitre 6
peut étre simplifiée au vu des objectifs de synthése énoncés précédemment :

e Seules les manceuvres réalisées a des vitesses inférieures & 40 kts sont considérées, pour
lesquelles les effets aérodynamiques sont faibles et la dérive se révéle peu efficace. On
suppose ainsi que ’avion est uniquement contrélé & I’aide de la roulette avant, ce qui
permet de supprimer ’entrée 6.

e Le modéle aérodynamique initial n’est pas adapté a la prise en compte du vent latéral
lorsque la vitesse de I'avion est inférieure a 70kts. L’entrée W, est donc elle aussi
supprimée et on admet alors que V, = V.

e Les incertitudes paramétriques sur les cornering gains et les coefficients aérodyna-
miques sont ignorées lors de la phase de synthése, et une analyse de robustesse est
réalisée a posteriori au chapitre 8.

On obtient finalement un modéle en boucle ouverte de complexité tout a fait raisonnable
qui comporte trois états (r, V;,, Oy ), une unique entrée (O, ) et une unique sortie (7).

ANL
Ary (=
Arp

dynamique latérale

Onwe —»| delavionausol | o

Figure 7.2 Représentation LFT simplifiée de la dynamique latérale de l’avion au sol.

Le bloc A associé est de taille 8 x 8 et est structuré de la maniére suivante :

A = diag(Anr, Ay, Ary) (7.1)
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avec :

ANy = diag (saty, , satr, , satryy , Satr,,)
Ay = Vx(t).Ll (7.2)
AT[ = g

Les techniques anti-windup proposées au chapitre 5 peuvent alors étre appliquées a la
représentation LFT simplifiée de la figure 7.2 afin de synthétiser un correcteur conforme
aux spécifications du paragraphe 7.1.1.

7.2.2 Boucle de pilotage

On s’intéresse tout d’abord & la boucle de pilotage, également appelée boucle interne,
qui assure le contréle de la vitesse de lacet. Les saturations sont pour le moment ignorées
et un correcteur nominal K, (s) de type PI est synthétisé par une technique modale a I'aide
de la LFR Toolbox pour Matlab. Le systéme en boucle fermée ainsi obtenu est représenté
sur la figure 7.3. Il se comporte comme un systéme du second ordre bien amorti dont la
pulsation w, est égale a 2.15rad/s quelle que soit la valeur de V, entre 5kts et 40kts. Le
gain K admet une représentation LF'T rationnelle d’ordre 3 en V,;, qui correspond a l'ordre
minimum permettant de garantir que w, reste constante sur tout l'intervalle de fréquences
considéré. Une précommande constante H, vient compléter le dispositif.

- — — e

\
: | Ko (s)
| L |
| I
| I
| I
| + 1 + |
—L 1 e = > —>®'—> . >
I
Te : 1— S - 5 + ' Onwe avion r
I I au sol
| I
\ ]
Vy Ve

Figure 7.3 Structure du correcteur PI & paramétres variants.

Un tel correcteur assure que l'erreur statique est nulle. Par contre, un dépassement im-
portant est observé dans le régime transitoire lorsque les saturations sont actives, comme
le montre la courbe en pointillés sur la figure 7.9. Un moyen d’éliminer ce dépassement
consiste a réduire fortement la pulsation w, du correcteur PI, mais cela conduit a des temps
de réponse inacceptables. Une solution bien plus pertinente est apportée par 'introduction
d’un correcteur anti-windup dépendant de V, qui permet d’atténuer I'impact des satu-
rations. Plusieurs correcteurs statiques et dynamiques sont ainsi synthétisés a l'aide des
méthodes décrites dans le chapitre 5 pour différents états de la piste, i.e. pour différentes
valeurs des niveaux de saturation associés aux forces de friction latérales (voir figure 6.4).
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Il en ressort les conclusions suivantes :
e un correcteur statique permet de satisfaire les objectifs de synthése,

e une compensation anti-windup agissant sur satr,,, ou saty, n’apporte pas d’amé-
lioration significative,

e les gains obtenus varient peu en fonction de I’état de la piste.

Une simple matrice statique J,- fonction de V.., optimisée pour une piste mouillée et agissant
simultanément sur saty, et satp,, se révele donc étre un bon compromis. La représenta-
tion LEFT associée est d’ordre 4 en V.

7.2.3 Boucle de guidage

Les consignes en vitesse de lacet r. peuvent étre directement envoyées a la boucle
interne par le pilote. Elles peuvent aussi étre déterminées par un pilote automatique chargé
de controler le cap de I'avion par 'intermédiaire d’une boucle de guidage. Cette derniére,
également appelée boucle externe, est construite suivant le méme principe que la boucle
de pilotage. Le correcteur nominal Ky (s) est un systéme du premier ordre dont le gain, le
zéro et le pole admettent respectivement une représentation LFT rationnelle d’ordre 1, 2
et 2 en V,. Le mode dominant du systéme en boucle fermée ainsi obtenu correspond & un
premier ordre de pulsation wy, = 1.2rad/s en I'absence de saturation. Un correcteur anti-
windup Jy, peut alors étre synthétisé mais le gain apporté en termes de performance est
minime, le correcteur J, étant suffisant pour satisfaire les exigences du cahier des charges.
Le systéme complet en boucle fermée avec ses deux boucles d’asservissement est représenté
sur la figure 7.4.

1
|
I

Tautopilote

|
|
. |
N T
wc | K P (‘5) | . ] . I
| | . ® avion -
! | o Te ! _ Kr(S) + | Onwe r
! I e ! > X au sol
: I Tpilote : |
| | | ;
| |
. : ' |
I | I !
| | | :
| |
I 1| : I !
A I | |
! |
\ s \ o ______ /'
correcteur de la boucle de guidage correcteur de la boucle de pilotage

Figure 7.4 Structure compléte du systéme en boucle fermée.

La représentation LF'T du correcteur complet est quant & elle représentée sur la figure 7.5.
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Ve =

€ - modeéle LET

¢c/rc4> — = eNWc

r —

du correcteur

Figure 7.5 Représentation LFT du correcteur anti-windup & paramétres variants.

7.3 Implantation sur le modéle non-linéaire complet

7.3.1 Estimation en ligne des niveaux de saturation

L’étape suivante consiste a implanter ce correcteur anti-windup sur le modéle non-
linéaire complet de I'avion au sol décrit au paragraphe 6.1. La principale difficulté réside
dans le fait que les niveaux de saturation introduits dans le modéle LFT simplifié ne sont
pas directement accessibles lorsque 1’on considére le modéle complet. En outre, ils sont liés
a la valeur des forces de friction latérales, dont les caractéristiques dépendent fortement de
I’état de la piste et de la force verticale. Il apparait donc nécessaire d’identifier ces forces
en ligne afin de détecter si les saturations sont actives ou non.

On utilise pour cela la procédure mise au point au paragraphe 6.3.2. Elle repose sur
I'inversion du modéle LPV décrit au paragraphe 6.2.3 et simplifié au paragraphe 7.2.1,
dont la dynamique est décrite par ’équation suivante :

. F,
TLpy = A(Vx) rrpv + Bs |: FyNW :| (7.3)
ymMmG
L’expression des forces de friction latérales estimées est alors donnée par :
[ Eynw } = B [al — A(V,)] [ ENL T ELPV ] (7.4)
YMG rLpv

ol « est un scalaire positif suffisamment grand par rapport a la dynamique du sytéme (7.3).
En reprenant les résultats du paragraphes 6.2.2; les angles de dérapages sont quant & eux
déterminés par les relations:

{ Byw = airctan (5NW> —Onw (7.5)
Buc = Bua
avec : ~
[ Ow } = Cp(Va) wrpv (7.6)
By

Les saturations sont actives dés que les forces estimées grace a la relation (7.4) de-
viennent plus petites que leur approximation linéaire. Les niveaux de saturation peuvent
donc étre estimés a l'aide de deux signaux eyw et eprg de la maniére suivante :

enw = sign(Byw)max (\GNwoﬁNW\ — ’waw\70> o

emMc = sign (Byg) max <‘GMG05MG’ - ’FyMG’70)
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ou Gnw, et Gag, représentent les valeurs nominales des cornering gains déterminées au
paragraphe 6.3.3. En combinant les relations (7.3) & (7.7) avec le modéle actionneur de
la roulette avant détaillé sur la figure 7.6, on obtient finalement un estimateur dont la
représentation LF'T est donnée par la figure 7.7.

e 6

: )\ o S -

ONwe _ S ONw

3y

+

Figure 7.6 Estimation du niveau de saturation de l’actionneur de la roulette avant.

modéle LFT L = ¢,
IN[ ——»]
) —» ¢ €
de l'estimateur NW
QNWC — — €pmG

Figure 7.7 Représentation LFT de l’estimateur des niveaux de saturation.

7.3.2 Intégration du correcteur LFT adaptatif

Le correcteur adaptatif finalement obtenu est constitué du correcteur anti-windup a
paramétres variants synthétisé au paragraphe 7.2 et de I'estimateur des niveaux de sa-
turation construit précédemment. Son implantation sur le modéle non-linéaire complet
de l'avion au sol est réalisée conformément & la figure 7.8. Un tel correcteur présente
plusieurs avantages :

e il donne des résultats pertinents quelle que soit la vitesse de l'avion entre 5kts et

40 kts et quel que soit I’état de la piste, comme le montrent les simulations temporelles
réalisées au paragraphe 7.4,

e il conserve une structure simple et logique faisant intervenir des paramétres phy-

siques, ce qui est fortement apprécié dans un contexte industriel,

e il est décrit sous forme LFT, ce qui le rend facilement intégrable dans un calculateur

en vue d’une possible utilisation sur un avion réel,

e sa complexité reste modérée comparée a celle du modéle non-linéaire complet, comme

le résume le tableau 7.1.
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Figure 7.8 Intégration du correcteur sur le modéle non-linéaire complet.

Correcteur Ordre Dimension du bloc A
Boucle interne (nominal) 1 3
Boucle interne (anti-windup) 0 4
Boucle externe (nominal) 2 5
Estimateur 3 4
Total 6 16

Tableau 7.1 Complezité du correcteur adaptatif.

7.4 Simulations temporelles et validation

Les paragraphes 7.4.1 a 7.4.3 permettent de démontrer ’apport de la structure anti-
windup et la capacité du correcteur proposé a s’adapter quels que soient la valeur de la force
verticale et ’état de la piste. Le paragraphe 7.4.4 est quant & lui consacré a la validation
du schéma de commande sur la base du scénario de référence représenté sur la figure 7.1.

7.4.1 Intérét d’une approche multidimensionnelle

La figure 7.9 montre la réponse de l'avion & un échelon de vitesse de lacet obtenue
sur une piste mouillée et pour une vitesse longitudinale V,, ~ 8 m/s. Sans correction anti-
windup (pointillés), le correcteur PI garantit 'absence d’erreur statique. Cependant, un
dépassement important est observé au cours du régime transitoire et le régime permanent
n’est atteint qu’au bout de 7s, ce qui est inacceptable. Si seule la correction anti-windup
associée a la saturation en vitesse de la roulette avant est active (tirets), le dépassement
est réduit de maniére significative mais subsiste néanmoins. Enfin, lorsque le correcteur
complet est implanté (trait plein), le suivi de la consigne est excellent avec un temps
de réponse de 3s et un dépassement négligeable. Il apparait donc que chaque partie du
correcteur apporte sa propre contribution, ce qui atteste la pertinence de la structure
multidimensionnelle proposée.
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Figure 7.9 Réponses a un échelon de vitesse de lacet sans correction anti-windup (pointillés), avec
une correction partielle (tirets) et avec une correction compléte (trait plein).

8.4.2 Robustesse & une variation de la force verticale

La figure 7.10 montre les réponses a un échelon de vitesse de lacet obtenues sur une piste
mouillée pour différentes valeurs de la masse de I’avion et pour une vitesse longitudinale
V. ~ 8m/s. La courbe en trait plein correspond a la masse nominale, tandis que les tirets
et les pointillés sont associés respectivement a une valeur inférieure ou supérieure de 30%.
Le comportement de ’avion ne varie pas de maniére significative, ce qui témoigne de la
bonne robustesse du systéme a de fortes variations de la masse, et donc de la force verticale.

10

vitesse de lacet (deg/s)

temps (s)

Figure 7.10 Réponses a un échelon de vitesse de lacet pour différentes valeurs de la masse.

7.4.3 Adaptation a I’état de la piste

La figure 7.11 présente les réponses a des échelons de vitesse de lacet et de cap obtenues
sur des pistes séches, mouillées et gelées. La vitesse longitudinale de ’avion est la méme
qu’aux paragraphes précédents, i.e. V, ~ 8m/s. Le correcteur s’adapte parfaitement a
I’état de la piste: le dépassement reste en effet négligeable dans tous les cas, tandis que le
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temps de réponse augmente légérement sur piste gelée, mais dans des proportions tout a
fait acceptables.

10 35

ol

s

vitesse de lacet (deg/s)
cap (deg)

temps (s) temps (s)

Figure 7.11 Réponses a un échelon de vitesse de lacet ou de cap pour différents états de la piste.

7.4.4 Reéalisation de manoeuvres de référence

On s’intéresse maintenant au scénario de référence illustré sur la figure 7.1, et plus
particuliérement aux trois séquences latérales détaillées au paragraphe 7.1.1, afin de valider
dans un contexte réaliste le schéma de commande proposé précédemment. Dans un souci
de concision, seul le cas ot l'avion est piloté en vitesse de lacet est détaillé ici, car il
correspond & la stratégie généralement adoptée en pratique. En outre, le parti pris consiste
& ne considérer que des profils de consignes simples pouvant étre reproduits aisément par
un pilote humain. Chaque manceuvre envisagée se déroule donc en deux étapes:

e un échelon de vitesse de lacet dont 'amplitude dépend de I’état de la piste et de la

vitesse est appliqué afin de permettre a 'avion d’engager le virage,

e la consigne en vitesse de lacet est remise a zéro & l'instant adéquat de maniére a

atteindre le cap souhaité.

Les simulations sont systématiquement réalisées pour différents états de la piste: dans
la suite de ’étude, les traits pleins, les tirets et les pointillés correspondent respectivement
a des pistes séches, mouillées et gelées. Pour chacune des deux premiéres séquences, cing
graphiques sont représentés (voir figures 7.12 a 7.15) :

e les réponses en cap,

e les consignes et les réponses en vitesse de lacet,

les valeurs commandées et effectives du braquage de la roulette avant,

les trajectoires de ’avion dans le plan horizontal,

les entrées enw et €. du correcteur anti-windup, qui correspondent aux différences
entre les signaux saturés et non saturés.

Bien que I'avion soit piloté en vitesse de lacet, I’accent est mis sur les réponses en cap, car
ce dernier correspond & la grandeur que ’on souhaite contréler en pratique.

Remarque 7.4.1 Un pilotage direct en cap est possible. Il est alors facile d’atteindre [’ob-
jectif souhaité, mais la maitrise des consignes en vitesse de lacet envoyées a la boucle
interne est parfois délicate. Ces derniéres peuvent en effet devenir trés élevées et entrainer
un dépassement que le correcteur anti-windup a du mal & contrer.
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Séquence 1 : réaliser un virage de 30 deg en décélérant de 30 kts & 20 kts.

35

cap (deg)

temps (s)

Figure 7.12 — Réponses en cap sur piste séche (trait plein), mouillée (tirets) ou gelée (pointillés).
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Figure 7.13 — Vitesses de lacet et braquages de la roulette avant commandés et effectifs (en haut),
trajectoire de l’avion dans le plan x-y (en bas & gauche) et activité des saturations (en bas & droite).
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Séquence 2 : réaliser un virage de 60 deg a une vitesse de 10 kts.
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Figure 7.14 — Réponses en cap sur piste séche (trait plein), mouillée (tirets) ou gelée (pointillés).
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Figure 7.15 — Vitesses de lacet et braquages de la roulette avant commandés et effectifs (en haut),
trajectoire de l’avion dans le plan x-y (en bas & gauche) et activité des saturations (en bas & droite).

Contribution a la commande des systémes saturés en présence d’incertitudes et de variations paramétriques



156 SYNTHESE ANTI-WINDUP APPLIQUEE AU CONTROLE LATERAL D’UN AVION AU SOL

Le correcteur anti-windup devient actif dés que €, ou ey est non nul. Les ordres
envoyés a l'actionneur de la roulette avant sont alors réduits, ce qui permet d’éviter une
augmentation trop importante de 'angle de dérapage et donc un glissement latéral de
I’avion sur la piste. Le dispositif anti-windup joue ici un role capital : sans son introduction,
le dérapage n’est plus controlé et le systéme devient instable dans la majorité des cas.

Séquence 3: faire demi-tour & une vitesse de 5 kts sur une piste de 45 m de large.

Au début de la manceuvre, I’avion fait un angle de 30 deg avec I’axe de la piste. Le demi-
tour consiste alors & réaliser un virage de 240 deg puis a retourner a la position initiale en
maintenant un angle de 30 deg avec ’axe de la piste. La séquence compléte dure 34.0s sur
une piste séche, 34.3 s sur une piste mouillée et 43.0s sur une piste gelée.

20

10F

-30 -20 -10 0 10 20 30

Figure 7.16 Trajectoires de ’avion dans le plan z-y lors d’une manceuvre de demi-tour.

Les résultats obtenus sur les différentes séquences étudiées montrent que le cap de
I’avion est parfaitement controlé quels que soient 1’état de la piste et la vitesse longitudinale
de l'avion, ce qui est conforme aux objectifs de synthése définis au paragraphe 7.1.1 et
atteste la pertinence de la stratégie de commande proposée.

Conclusion

La technique de synthése anti-windup proposée dans le chapitre 5 est ici mise en ceuvre
dans un contexte non-conventionnel, & savoir le contréle de la dynamique latérale de I’avion
au sol. Dans la majorité des applications de ce type, les saturations apparaissent en effet
au niveau de la dynamique des actionneurs et sont parfaitement définies. Mais dans le cas
étudié ici, elles sont introduites afin de modéliser les interactions entre les roues et le sol,
qui varient fortement en fonction de I'état de la piste. Les niveaux de saturation associés
sont donc a priori inconnus et doivent étre identifiés en ligne, ce qui est réalisé de maniére
efficace a l'aide d’un estimateur sous forme LFT. Un correcteur adaptatif & paramétres
variants est finalement obtenu puis implanté sur un modéle non-linéaire développé dans
un contexte industriel. Les nombreuses simulations réalisées démontrent la capacité du

Contribution a la commande des systémes saturés en présence d’incertitudes et de variations paramétriques



REFERENCES 157

correcteur proposé a réaliser diverses manceuvres latérales a des vitesses pouvant varier
de bkts a 40kts, et ce quel que soit I'état de la piste. Grace a l'action anti-windup, la
roulette avant est solicitée au maximum de ses possibilités, tout en évitant un dérapage
trop important de 'avion. Il en résulte des réponses en vitesse de lacet et en cap rapides,
sans dépassement ni erreur statique.

L’approche proposée dans ce chapitre peut étre généralisée & des vitesses allant jusqu’a
150 kts, afin de prendre par exemple en compte des manceuvres de réjection de vent latéral
lors de la phase de décélération. Dans ce cas, les forces aérodynamiques ne peuvent plus
étre négligées et ’avion doit étre piloté simultanément avec la roulette avant et la dérive. La
point clé consiste alors & déterminer une bonne répartition de 'utilisation de ces gouvernes
en fonction de la vitesse longitudinale de ’avion. Enfin, les forces de friction longitudinales
pouvant elles aussi étre modélisées a ’aide de saturations, une méthodologie similaire
peut étre appliquée afin de controler la dynamique longitudinale de ’avion au sol. Une
attention toute particuliére doit cependant étre apportée a 'influence de la force verticale
sur les niveaux de saturation.

Notations
LFT Transformation Fractionnaire Linéaire
LMI Inégalité Matricielle Linéaire
LPV Linéaire a Paramétres Variants
LTI Linéaire Invariant dans le Temps
LTV Linéaire Variant dans le Temps
NL Non-Linéaire
PI Proportionnel Intégral
Onw, Onw. Position angulaire de la roulette avant, rad
T Vitesse de lacet, rad/s
Y, e Cap, rad
Ve, Vy Vitesse longitudinale, vitesse latérale, m/s
Va Vitesse aérodynamique, m/s
W,y Vent latéral, m/s
Op, Op, Braquage de la dérive, rad
F,., Fyx Force latérale, force latérale estimée, N
Gy, Cornering gain nominal, N/rad
B« Angle de dérapage local, rad
Ly,L,., L, Niveaux de saturation
€ Signal d’entrée du correcteur anti-windup

Dans les notations ci-dessus, le symbole x vaut NW ou MG selon que le paramétre
considéré est associé a la roulette avant ou au train principal. L’indice ¢ désigne quant a
lui un signal de référence (ou consigne).
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Chapitre 8

PROPRIETES DE ROBUSTESSE DU SYSTEME DE
COMMANDE LATERAL D’UN AVION AU SOL

Résumeé : Les propriétés de robustesse du correcteur anti-windup synthétisé au chapitre 7
pour assurer le controle latéral d’un avion au sol sont évaluées. Une attention particuliére
est notamment accordée aux incertitudes qui affectent I’estimation des interactions entre
les roues et la piste. Afin de pouvoir appliquer les techniques d’analyse de robustesse mixte
LTT/LTV développées dans la premiére partie, les saturations introduites au chapitre 6 lors
de la modélisation de la dynamique latérale de ’avion sont représentées par des paramétres
variants. Une telle stratégie se révéle pertinente car elle permet de garantir la stabilité du
systéme en boucle fermée en présence d’incertitudes diverses, quel que soit 1’état de la
piste, et sur une large plage de vitesse.

Mots clés: représentation des non-linéarités par des paramétres variants, incertitudes
mixtes LTT/LTV, stabilité robuste, robustesse en performance.
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Un correcteur anti-windup a paramétres variants a été synthétisé au chapitre 7 a partir
de la représentation LFT simplifiée d’un avion au sol proposée au chapitre 6. De nombreuses
simulations temporelles ont alors permis de montrer que le mouvement latéral, i.e. le cap
et la vitesse de lacet, pouvait étre parfaitement contrélé au cours de diverses manocuvres
de référence réalisées sur les pistes de déroulement. En outre, ce bon comportement a été
observé quel que soit I’état de la piste et sur une large plage de vitesse, ce qui a permis de
valider le schéma de commande proposé.

Cette étape de synthése a cependant été réalisée sans prendre en compte les incertitudes
qui affectent le modéle de I'avion au sol, notamment au niveau des interactions entre les
roues et la piste. Ces derniéres ne sont en effet pas connues de maniére précise en pratique
et peuvent changer fortement d’un atterrissage a I'autre. Il apparait donc essentiel de
s’assurer de la stabilité et de la robustesse en performance de I'asservissement proposé,
qui s’appuie sur une estimation en ligne nécessairement imparfaite des forces de friction
latérales.

Il s’agit 1a d’un probléme d’analyse de robustesse non-linéaire difficile, qui peut néan-
moins étre simplifié en représentant les saturations introduites lors de la modélisation de
I’avion au sol par des paramétres variant dans le temps. Une telle substitution permet au
prix d’un conservatisme raisonnable de se ramener & un probléme classique d’analyse de ro-
bustesse en présence d’incertitudes mixtes LTI/LTV compatible avec les outils développées
dans la premiére partie.

Le chapitre est organisé de la maniére suivante. Le probléme d’analyse non-linéaire
est formulé au paragraphe 8.1. L’accent est notamment mis sur la nécessité de prendre en
compte simultanément des paramétres variants et des incertitudes LTI, puis sur la stratégie
permettant de se ramener & un probléme linéaire pour lequel on dispose de méthodes
de résolution efficaces. Les paragraphes 8.2 et 8.3 sont alors consacrés a I’évaluation des
propriétés de stabilité et de performance robustes du systéme en boucle fermée.

8.1 Formulation du probléme d’analyse de robustesse

8.1.1 Prise en compte d’incertitudes LTI/LTV réelles

L’objectif principal de ce chapitre consiste & déterminer si le comportement latéral de
I’avion rebouclé par le correcteur anti-windup adaptatif synthétisé au chapitre 7 est stable:

e uel que soit I’état de la piste et

e pour toute variation de la vitesse longitudinale V, dans l'intervalle [5,40 kts]
malgré la présence d’incertitudes de modéle:

e sur les cornering gains et

e sur le signal d’entrée du correcteur anti-windup.

Il apparait essentiel de considérer ces deux sources d’incertitudes. Le chapitre 6 montre
en effet que de nombreux paramétres influent sur les cornering gains, mais seuls le dérapage
et I'état de la piste sont pris en compte explicitement lors de la synthése. L’introduction
d’incertitudes paramétriques proposée au paragraphe 6.3.3 permet donc de modéliser les
dépendances & d’autres variables telles la force verticale et la vitesse longitudinale de
I’avion. D’autre part, on suppose lors de la synthése anti-windup que les forces de friction
latérales, et donc les niveaux de saturation, sont parfaitement connus. Une telle hypothése
n’est cependant pas acceptable en pratique, car I'implantation du correcteur sur le modéle
non-linéaire complet fait intervenir un estimateur. La prise en compte d’incertitudes sur le
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signal d’entrée € du correcteur anti-windup permet donc d’étudier la robustesse du systéme
en boucle fermée & une détermination imparfaite des forces.

Une premiére maniére d’aborder ce probléme d’analyse consiste a exploiter les résultats
obtenus dans le chapitre 5, qui permettent de calculer une marge de stabilité ou d’évaluer
la robustesse en performance d’un systéme présentant des saturations et des parameétres
variants complexes. Une telle approche se révéle cependant conservative car le modéle
d’avion au sol considéré ici dépend non seulement de paramétres variants, mais également
d’incertitudes LTT réelles, comme le met en évidence le tableau ci-dessous.

Paramétre Nom Type
Vitesse longitudinale de ’avion Ve LTV réel
Incertitudes sur les cornering gains 0Gnw > O0CGre LTV réel
Incertitude sur 'entrée du correcteur anti-windup e LTT réel
Retard sur 'entrée du correcteur anti-windup Te LTT réel

Tableau 8.1 Parameétres LTI et LTV pris en compte pour l'analyse de robustesse.

Une telle observation suggére plutot de privilégier les outils d’analyse de robustesse mixte
LTT/LTV développés dans les chapitres 2 et 3, qui nécessitent de disposer d'une représen-
tation LFT linéaire de la dynamique latérale de I'avion au sol. Le modéle LFT simplifié
construit au chapitre 6 n’est pas exploitable en ’état et doit donc étre adapté, car le bloc A
associé comporte quatre non-linéarités de type saturation.

8.1.2 Obtention d’une représentation LFT linéaire de 1’avion au sol

La figure 8.1 met en évidence le fait que toute fonction saturation sat(.) vérifie la
condition de secteur:

sat(z) (sat(z) —z) <0 Vze R (8.1)

et peut donc étre représentée par un paramétre 6(¢) € [0,1] a variations arbitrairement
rapides en posant sat(z) = (t)z.

sat(z)
A

_ZO

20 z

Figure 8.1 Représentation d’une fonction saturation par un parameétre variant.

Les saturations présentes dans le modéle latéral simplifié de la figure 6.11 sont alors
transformées de la sorte, ce qui conduit & introduire quatre paramétres variants notés
5r(t), 04(t), ONw (t) et dasc(t). La représentation LET en boucle fermée qui en résulte est
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constituée de la boucle ouverte ainsi linéarisée et du modeéle du correcteur anti-windup
décrit sur la figure 7.5. On se limite ici & la boucle interne, ce qui conduit finalement a
I'interconnexion de la figure 8.2.

Aty

A7y

A

représentation LFT

r. — =l enbouclefermée | o

Figure 8.2 Représentation LFT linéaire en boucle fermée de l’avion au sol.

Cette derniére comporte quatre états (r, V,, Oy et I'état du correcteur), une unique entrée
(rc) et une unique sortie (). Le bloc A associé est de taille 19 x 19 et est structuré de la
maniére suivante :

A = diag(Arv, Arr) (8.2)
{ ATV = diag (5NL(t) ) Vx(t)'lll ) 5GNW (t) ’ 5G1\/1G (t)) (8 3)
AT[ = diag ((55 s Te) .
et:
OnL(t) = diag (0,(t), da(t), ONw (1), dmc(t)) (8.4)

La représentation LF'T décrite ci-dessus ne contient plus d’éléments non-linéaires, ce qui
la rend compatible avec les outils d’analyse développés aux chapitres 2 et 3. Il devient
notamment possible d’étudier la robustesse du systéme par rapport a 1’état de la piste par
I'intermédiaire des parameétres dnw (t) et darg ().

8.2 Analyse de stabilité robuste

8.2.1 Hypothéses préliminaires

L’intervalle de vitesse considéré pour I'analyse de robustesse est scindé en deux parties:

o les vitesses comprises entre 10 kts et 40 kts correspondent a ’ensemble des manceuvres
réalisées sur les pistes de déroulement, qui consistent a conduire ’avion de la piste
principale jusqu’a l'aire de stationnement,

e les vitesses comprises entre 5kts et 10 kts sont quant a elles associées aux manceuvres
réalisées sur l'aire de stationnement.
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Dans le premier cas, la vitesse longitudinale de I’avion est susceptible de varier considé-
rablement, et il apparait donc pertinent de la considérer comme un parameétre variant. A
Iinverse, lorsque 'avion évolue & proximité de son point de stationnement, on peut ad-
mettre en premiére approximation que V, reste constante. Une analyse de stabilité robuste
est réalisée indépendamment sur ces deux intervalles dans les paragraphes 8.2.2 et 8.2.3.

8.2.2 Manceuvres réalisées sur les pistes de déroulement

Les incertitudes sur les cornering gains et sur le signal d’entrée du correcteur anti-
windup ne sont pour l'instant pas prises en compte. On cherche donc a déterminer dans
un premier temps si la stabilité du systéme en boucle fermée représenté sur la figure 8.2
est assurée quel que soit 1’état de la piste et pour toute variation de la vitesse V, dans
I'intervalle [10, 40 kts|. Pour cela, on calcule a I'aide des outils présentés dans la partie I la
plus petite valeur k,,;, pour laquelle la stabilité est garantie sous la condition:

Emin- Iy < Onp(t) < Iy Yt>0 (8.5)
Le bloc A du modéle LFT associé a ce probléme admet la structure suivante :

A =diag (Onr(t), Va(t).I11) (8.6)
avec :

{ kmin- Iy < Onp(t) < Iy ®7)

V,(t) € [10, 40 kts)]

On obtient k,;, = 0.25. Cette valeur est strictement supérieure a 0, ce qui signifie que la
stabilité ne peut pas étre garantie pour des valeurs quelconques des signaux d’entrée z,., 24,
zNw et zpra des saturations présentes dans le modéle LET non-linéaire de la figure 6.11,
comme le montre la figure 8.3.

A sat(z)

_ZO

Figure 8.3 FExistence d’une borne supérieure sur les signaux d’entrée des saturations.

Il existe en effet une borne supérieure zp,q, sur ces signaux, au-dela de laquelle aucune
conclusion ne peut étre tirée, et dont I’expression est donnée par :
20

Zmaxr =
kmin

(8.8)

Le comportement de ’avion au sol est alors analysé au cours de nombreuses manceuvres
de référence, et notamment celles décrites au paragraphe 7.1.1. Il est ainsi possible de dé-
terminer pour chacune des quatre saturations saty,, satr,, saty ., et satr,,, 'amplitude
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maximale effective zz4; du signal d’entrée z, et donc la limite inférieure kg du secteur

qui inclut la saturation pour tout z € [—zsat, zsat]- A titre d’exemple, les figures 8.4 et 8.5
montrent les signaux d’entrée des quatre saturations et la réponse de I'avion en cap lors

d’un virage de 60 deg réalisé & une vitesse de 10 kts.

O]
g
N =
N
B .
z N
)

temps (s) temps (s)

Figure 8.4 Signaux d’entrée des quatre saturations normalisées.

70

cap (deg)

-10
0

temps (s)

Figure 8.5 Réponse en cap lors d’un virage de 60 deg réalisé a 10 kts.
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Les traits pleins correspondent au comportement de ’avion obtenu avec le correcteur anti-
windup synthétisé au paragraphe 7.2. On observe que la non-linéarité associée a ’action-
neur de la roulette avant est de loin la plus active. Il en résulte une valeur trés élevée
de Pamplitude zz4¢ associée, ce qui n’est pas souhaitable du point de vue de I'analyse de
stabilité. Ce probléme peut étre résolu par l'introduction d’une précommande permettant
de lisser les ordres en vitesse de lacet envoyés par le pilote. Les résultats obtenus a ’aide
d’un filtre du second ordre bien amorti sont représentés par des tirets sur les figures 8.4
et 8.5. Comme on pouvait s’y attendre, le pic observé précédemment sur le signal d’entrée
de la roulette avant est fortement atténué, ce qui conduit & une activité plus équilibrée des
différentes non-linéarités. De plus, 'impact sur la réponse en cap est modérée, car seule
une trés légére augmentation du temps de réponse est observée. Aprés avoir étudié les
manceuvres les plus dimensionnantes, les valeurs de kg4 associées a saty,., satr,, saty .,
et satr,,, valent respectivement 0.28, 0.51, 0.37 et 1. On constate que ksqr > kpin pour
chacune des quatre saturations, ce qui permet de conclure que ces derniéres sont correcte-
ment modélisées par des paramétres variants vérifiant la relation (8.5) et que la stabilité de
la boucle fermée non-linéaire est garantie quelles que soient les variations de vitesse longi-
tudinale entre 10 kts et 40 kts. L’utilisation d’une précommande linéaire en complément du
correcteur calculé au paragraphe 7.2 s’avére pertinente, car elle permet de conclure quant
a la stabilité sans pour autant dégrader le comportement de I’avion.

L’étape suivante consiste a déterminer dans quelle mesure la stabilité du systéme en
boucle fermée peut étre maintenue en présence d’incertitudes de modéle structurées. On
suppose tout d’abord que:

{ Gua(t) = (1+daye(t)) Gua, ’(sGMG(t)‘ <01 (8.9)
GNW(t) = (1 +5GNW(t)) GNWO ) ’6GNW(t)‘ <0.1 .

ou Ga(t) et Gyw (t) représentent les cornering gains, qui peuvent varier de + 10% autour
de leurs valeurs nominales Gy, et Gnw,. Le bloc A de la représentation LFT associé est
structuré de la maniére suivante :

A= diag (6NL(t)7 Vx(t).fll s 5GNW (t) s 6GMG (t)) (8.10)
avec .
diag(0.28,0.51,0.37,1) < Snr(t) < Iy
Vi (t) € [10, 40 kts] (8.11)
0GNw (t)76G]WG (t) € [-0.1,0.1]

Une nouvelle analyse est réalisée et montre que la stabilité est préservée.

Des paramétres supplémentaires sont finalement introduits afin de prendre en compte
Iestimation imparfaite des forces de friction latérales, sous la forme d’une incertitude LTI
dc ou d’un retard 7. agissant sur le signal d’entrée € du correcteur anti-windup.

{ e(t) = (14 de)eo(t) (8.12)
€(t) = eo(t —7e)

Le bloc A s’écrit maintenant :

A= diag (5NL(t)7 Vx(t).fll s 6GNW (t) s 6GMG (t) s (55/7'5) (8.13)
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avec :

diag(0.28,0.51,0.37,1) < dnr(t) < Iy
Vi (t) € [10,40 kts]

06w (1), 0G46 (1) € [<0.1,0.1]

Oe € [Oecimasr Ocmas] / Te € (05 Tepas]

(8.14)

Les valeurs maximales o, et 7, .. de d et 7. pour lesquelles la stabilité peut étre garantie
sont regroupées dans le tableau 8.2.

Parameétre Valeur maximale
Incertitude o, 0.13
Retard 7. 0.10s

Tableau 8.2 Valeurs de 9, et Te,... pour lesquelles la stabilité est garantie.

€max

Ces résultats sont concluants et permettent de montrer que ’avion au sol est stable malgré
la présence d’incertitudes sur les cornering gains et le signal d’entrée du correcteur anti-
windup, et ce quels que soient I'état de la piste et les variations de vitesse longitudinale
entre 10kts et 40 kts.

Cependant, cette analyse de stabilité globale peut se révéler conservative, car aucune
hypothése n’est faite sur la vitesse de variation de V,, ce qui n’est pas trés réaliste.
Une autre approche consiste & formuler 'hypothése que chaque manceuvre est réalisée
dans un intervalle de vitesse réduit, voire méme que la vitesse reste constante. Il devient
alors possible de retirer V,, du bloc A et de réaliser une nouvelle analyse de robustesse.
On a ainsi:

A =diag (OnL(t), 0cyw (1) s 0Ge(t), O/ Te) (8.15)

avec :

diag(0.28,0.51,0.37,1) < dn.(t) < Iy
S (), 06,0 () € [~0.1,0.1] (8.16)
55 € [_55777,0,17 5Emaz] / Te € [077—Emaz]

Dans un souci de concision, les résultats sont présentés uniquement pour I'une des ma-
neceuvres les plus contraignantes, & savoir la réalisation d’'un virage de 60 deg & une vitesse
de 10kts. Comme on pouvait s’y attendre, les résultats sont bien moins conservatifs que
précédemment, puisque la stabilité est assurée tant que 6. < 0.95 ou 7. < 0.44 s. On
peut donc conclure qu’il est inutile d’estimer les forces de friction latérales de maniére trés
précise, ce qui valide I'utilisation de I’estimateur simplifié introduit au paragraphe 7.3.1.

8.2.3 Manceuvres réalisées sur la zone de stationnement

Les manceuvres réalisées sur la zone de stationnement & des vitesses inférieures a 10 kts
peuvent étre analysées de la méme maniére, i.e. & vitesse fixée. Le tableau 8.3 indique ainsi
pour différentes valeurs de V,, les valeurs de o, et 7, obtenues lors de la réalisation
d’un demi-tour similaire & celui décrit au paragraphe 7.4.4.
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Valeur maximale

Paramétre V,=5kts  V,=Tkts  V,=Okts
Incertitude o, 0.54 0.60 0.72
Retard 7. 0.26s 0.30s 0.36s

Tableau 8.3 Valeurs de § et Te,,a. garantissant la stabilité lors d’un demi-tour.

€max

On constate ici encore qu’il est inutile d’estimer précisément les forces de friction latérales.

8.3 Robustesse en performance

8.3.1 Définition du niveau de performance

Une fois la stabilité robuste du systéme évaluée, il apparait intéressant de déterminer
quels niveaux de performance peuvent étre garantis. Dans cette optique, la réponse en
vitesse de lacet r obtenue en présence d’incertitudes sur les cornering gains et sur le signal
d’entrée du correcteur anti-windup est comparée & la réponse nominale r3. Une borne
supérieure v de la norme Lo-induite du transfert entre la consigne en vitesse de lacet r.
et le signal d’erreur r — r¢ est alors calculée. L’interconnexion LFT associée & ce calcul de
performance est décrite sur la figure 8.6.

boucle fermée

Te incertaine

boucle fermée

Y+

nominale ———=()— 1 — 70

Figure 8.6 Interconnexion LFT pour l’analyse de performance robuste.

La vitesse longitudinale V, est fixée dans le reste de 1’étude et les blocs A associés
respectivement au modéle incertain et au modéle nominal sont définis par:

{ A = diag (5NL(t) ’ 5GNW (t) ) 5GMG (t) ) 56) (8 17)

Ay = 5NL(t)
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avec :

diag(0.28,0.51,0.37,1) < dnp(t) < Iy
ey () 0 (t) € [<0.1,0.1] (8.18)
S € [<6e,ppns

€mazx) Emaz]

8.3.2 Sensibilité aux incertitudes

L’indice de performance « est tracé sur la figure 8.7 en fonction de la valeur de §
La courbe en trait plein correspond au cas décrit par les relations (8.17) et (8.18). Les
tirets sont quant & eux obtenus en imposant ¢y, (t) = 0G,,6(t) = 0Vt > 0.

€max *

niveau de performance =y

valeur de 6,

€mawx

Figure 8.7 Fvolution du niveau de performance en fonction de la valeur de 9,

€mazx *

L’augmentation de 7 reste modérée pour des valeurs de 9, inférieures a 0.3, ce qui
indique que la réponse en vitesse de lacet n’est pas trop altérée si I'incertitude sur € demeure
raisonnablement faible. On peut donc penser que la réponse en cap de ’avion au sol est
peu sensible a la présence d’incertitudes sur la modélisation et ’estimation des forces de
friction latérales, ce qui est effectivement le cas lorsque ’on réalise des simulations sur le
modéle non-linéaire complet. La figure 8.8 montre par exemple le comportement de I’avion
lors d’'un virage de 60deg réalisé & 10kts pour différentes valeurs de d.. Les réponses
correspondant & des incertitudes . = —0.5, 6 = 0 et 6. = 1, i.e. & des signaux € = 0.5 ¢,
€ = €9 et € = 2¢q, sont représentées en traits pleins. Elles sont quasiment superposées, ce
qui illustre la quasi insensibilité du systéme en boucle fermée & une mauvaise estimation
des niveaux de saturation, et donc des forces de friction. Si § = —0.9, i.e. ¢ = 0.1¢g, on
observe seulement un léger dépassement (tirets) bien que le signal d’entrée du correcteur
anti-windup soit dix fois inférieur & sa valeur nominale. La réponse temporelle de ’avion
reste donc satisfaisante, ce qui confirme les bonnes propriétés de robustesse du correcteur
anti-windup mises en évidence au paragraphe 8.3.1. Enfin, en I’absence de compensation
anti-windup, ce qui correspond & € = 0, I’avion reste stable mais la réponse en cap présente
de tres fortes oscillations (pointillés).
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Figure 8.8 Réponses en cap pour différentes valeurs de d.

8.4 Evaluation du conservatisme

L’analyse de robustesse présentée dans ce chapitre peut se révéler conservative pour

diverses raisons:

e La premiére source de conservatisme est inhérente aux méthodes proposées dans la

partie I et donc indépendante de I'application considérée ici. Les nombreux exemples
étudiés dans les chapitres 2 et 3 montrent cependant qu’elle reste le plus souvent
modérée en pratique.

Les non-linéarités introduites au chapitre 6 afin de modéliser la dynamique latérale de
I’avion au sol sont représentées de maniére conservative au paragraphe 8.1.2 par des
paramétres variants, ce qui permet de convertir le probléme d’analyse de robustesse
non-linéaire initial en un probléme mixte LTI/LTV standard. De nombreuses simu-
lations réalisées pour un ensemble de manoceuvres de référence permettent néanmoins
de réduire le plus possible la taille des secteurs dans lesquels évoluent ces paramétres
variants, de maniére & minimiser le conservatisme.

Enfin, la vitesse longitudinale de I'avion est considérée comme un paramétre & va-
riations arbitrairement rapides, ce qui est loin d’étre le cas en pratique. Toutefois,
considérer V, comme un paramétre LTT ne permet de garantir la stabilité que jusqu’a
kmin = 0.23. La différence par rapport a la valeur k,,;,, = 0.25 obtenue au paragra-
phe 8.2.2 dans le cas LTV reste minime, ce qui indique que I'’hypothése faite sur V,
est presque non-conservative.

Le conservatisme de la méthode d’analyse de robustesse proposée dans ce chapitre reste
donc modéré. De bonnes garanties théoriques de stabilité et de performances robustes
peuvent ainsi étre obtenues, ce qui démontre la pertinence de I'approche anti-windup pro-
posée au chapitre 7. D’un point de vue pratique, les simulations temporelles réalisées sur le
modéle non-linéaire complet de I'avion au sol confirment que le cap peut étre parfaitement
contrdlé méme si 'estimation des forces de friction latérales est médiocre.
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Conclusion

Les non-linéarités de type saturation introduites au chapitre 6 afin de modéliser la dy-
namique latérale de ’avion au sol sont remplacées ici par des paramétres variants, ce qui
permet d’obtenir une représentation LFT linéaire dépendant uniquement de paramétres
LTV et d’incertitudes mixtes LTI/LTV. Les outils d’analyse de robustesse mis au point
dans les chapitres 2 et 3 sont alors appliqués afin d’évaluer les propriétés de stabilité et de
performance obtenues lorsque ce modéle est rebouclé par le correcteur anti-windup syn-
thétisé au chapitre 7. Les résultats sont concluants, car la stabilité de I’avion en boucle
fermée est garantie quel que soit ’état de la piste, pour toute variation de la vitesse lon-
gitudinale V. dans l'intervalle [5,40kts], et ce malgré la présence d’incertitudes diverses.
La stratégie proposée peut étre généralisée & des vitesses allant jusqu’a 150kts en pre-
nant en compte les efforts aérodynamiques, et notamment des incertitudes LTT sur les
coefficients C), et C,,.

Notations
LFT Transformation Fractionnaire Linéaire
LTI Linéaire Invariant dans le Temps
LTV Linéaire Variant dans le Temps
NL Non-Linéaire
sat(.) Fonction saturation
R Ensemble des nombres réels
T, Tey T Vitesse de lacet, rad/s
Ve, Vy Vitesse longitudinale, vitesse latérale, m/s
Onw Position angulaire de la roulette avant, rad
Gyx,Gx, Cornering gain, N/rad
€, €9 Signal d’entrée du correcteur anti-windup
0 Incertitude ou paramétre variant
T Retard

Dans les notations ci-dessus, le symbole x vaut NW ou MG selon que le paramétre consi-
déré est associé a la roulette avant ou au train principal. Les indices ¢ et 0 désignent quant
a eux respectivement un signal de référence (ou consigne) et une grandeur nominale.
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Conclusion et perspectives

Contributions personnelles

La premiére contribution des travaux de thése consiste & apporter des solutions permet-
tant d’analyser la robustesse d’un systéme LTI soumis a des incertitudes mixtes LTT/LTV.
Une approche fréquentielle est tout d’abord introduite au chapitre 2. Plus précisément, un
algorithme capable de calculer le minimum global de ce probléme d’optimisation de dimen-
sion infinie est mis au point et sa convergence est démontrée. Une technique de résolution
sous-optimale mais plus attractive en termes de complexité numérique est également pré-
sentée. Le chapitre 3 propose quant & lui une approche état. La notion de semi-positivité
réelle pour un systéme & données complexes est ainsi définie. Elle se révéle particuliére-
ment pertinente dans un contexte d’analyse de robustesse, car elle permet d’obtenir une
formulation d’état convexe et de dimension finie d’une borne supérieure de la valeur singu-
liére structurée p. De plus, extension a ’analyse de robustesse en présence d’incertitudes
mixtes LTI/LTV s’avére aisée. Il est important de souligner que les résultats d’analyse
obtenus dans ces deux chapitres s’expriment tous sous forme de problémes d’optimisation
convexes pour lesquels il existe des solveurs performants. En outre, les outils développés
sont généralisés au probléme de synthése de précommande robuste, dont on montre qu’il
est lui aussi convexe a 'unique condition de fixer les poles de la précommande. Une procé-
dure itérative est enfin mise au point afin de synthétiser un correcteur robuste d’ordre et
de structure trés généraux.

La seconde contribution consiste & proposer un ensemble d’outils permettant de synthé-
tiser un correcteur anti-windup d’ordre quelconque. Une formulation convexe du probléme
d’ordre plein est ainsi établie au chapitre 5. La convexité est perdue dans le cas général
mais peut étre restaurée dés que la dynamique du correcteur est fixée. Dans ce contexte,
un algorithme permettant de déterminer un ensemble de poéles pertinents puis un cor-
recteur d’ordre réduit adéquat est alors introduit. Une stratégie est ensuite élaborée afin
de contraindre les péles du correcteur et d’éviter ainsi 'apparition de dynamiques lentes
susceptibles de dégrader les performances temporelles. Les résultats obtenus sont finale-
ment généralisés aux systémes variants et/ou incertains. Dans tous les cas, la convexité est
préservée pour des correcteurs d’ordre plein.

Enfin, la derniére contribution est d’ordre méthodologique, puisqu’une stratégie com-
pléte est développée afin de réaliser ’asservissement en vitesse de lacet et en cap d’'un
avion de transport civil lors de la phase de roulage au sol. Une application judicieuse des
différents outils théoriques développés au cours de la thése conduit en effet & I'obtention
d’un correcteur de complexité modérée, dont la structure relativement simple dépend de
paramétres physiques, et qui admet en outre une représentation LET le rendant facilement
implantable dans un calculateur en vue d’une possible utilisation sur avion réel. De nom-
breuses simulations révélent que 'avion est parfaitement contrdlé sur une large plage de
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vitesse, quel que soit ’état de la piste, et ce malgré la présence de paramétres incertains
et de fortes non-linéarités.

Bilan et perspectives

Des outils d’analyse de robustesse et de synthése de lois de commande en présence de
saturations, d’incertitudes et de variations paramétriques ont été développés. Ils ont été
implantés de maniére & pouvoir étre directement exploités dans un contexte trés général et
sur des applications variées. A titre d’exemple, la mise au point d’une stratégie permettant
de contréler la dynamique latérale d’un avion au sol a démontré que de tels outils étaient
capables d’apporter une réponse efficace a des problématiques industrielles trés spécifiques.
L’accent a notamment été mis sur le fait que les techniques anti-windup, dont ’objectif
est généralement de minimiser la dégradation de performance due & la présence d’action-
neurs saturés, pouvaient se montrer tout & fait pertinentes dans un contexte bien moins
conventionnel, & savoir la maitrise du dérapage d’un avion au sol.

Pour autant, plusieurs pistes restent a creuser et pourront faire 'objet de travaux
futurs. Il existe en effet peu de paramétres physiques susceptibles de varier arbitrairement
vite dans le temps et il serait pertinent de pouvoir définir explicitement une borne sur
la vitesse de variation de certains d’entre eux. D’autre part, les résultats obtenus dans la
premiére partie du manuscrit permettent certes de considérer des incertitudes quelconques
- réelles ou complexes, LTT ou LTV - ainsi que diverses catégories de non-linéarités, mais ils
ne sont pas directement applicables aux systémes présentant des saturations. Ces derniéres
doivent en effet étre modélisées par des paramétres variants afin d’étre étudiées, ce qui
est source de conservatisme. A l'inverse, les résultats obtenus dans la deuxiéme partie du
manuscrit s’appuient sur une représentation adéquate des non-linéarités de type saturation,
mais il n’est possible de considérer dans le méme temps que des variations paramétriques
complexes, ce qui 1a encore revient & introduire du conservatisme. Il serait donc souhaitable
de parvenir & prendre en compte simultanément des incertitudes, des paramétres variants
et des non-linéarités de type saturation au cours d’une méme analyse ou synthése, et ce sans
aucune hypothése spécifique sur leur nature. Cela permettrait par exemple de simplifier la
procédure en deux étapes proposée dans la troisiéme partie du manuscrit et d’éviter ainsi
de réaliser a posteriori une analyse de robustesse pouvant parfois se révéler délicate.

Des améliorations sont donc possibles, mais ’application en ’état des méthodes propo-
sées au controle latéral de I’avion au sol indique que le conservatisme évoqué ci-dessus de-
meure tout & fait raisonnable en pratique. Les travaux menés au cours de la thése montrent
donc qu’un nombre limité d’outils développés dans un contexte suffisamment général est en
mesure d’apporter des réponses pertinentes a des problématiques ambitieuses auxquelles
se retrouve aujourd’hui confrontée I'industrie aéronautique.
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Annexe

DEFINITIONS ET RESULTATS TECHNIQUES

L’objectif de cette annexe est de regrouper les définitions et les résultats techniques
utiles & la compréhension du manuscrit. Le parti pris consiste & se concentrer sur ’essentiel
puis a proposer quelques références pour les lecteurs désireux d’en savoir plus.

Transformations Fractionnaires Linéaires (LFT)

LFT supérieure et inférieure

On distingue deux transformations fractionnaires linéaires qui correspondent aux deux
interconnexions représentées sur la figure A.1.

U )
— -
Ny = M
w‘ z
w z
M N, |
— - 2~
u )

(a) (b)

Figure A.1 LFT supérieure (a) et inférieure (b).

Elles sont définies formellement de la maniére suivante [Zhou et al., 1996].

M1 Mo

Définition A.1 (LFT) Soient M =
Ms1  Mao

] cC (p1+p2)X(q1+q2)’ Ny € C %
et NoeC q2%p2
e Sila matrice (I — My Ny)™! existe, la LFT supérieure est la fonction F, définie par :
fu(M7.) - ©XPL [ P2Xq2

(A1)
Fu(M,Ny) = Mag + Moy Ny(I — My Ny) ™ My
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e Si la matrice (I — Moy No)™1 existe, la LET inférieure est la fonction F; définie par :

~7'—l(M,') - C q2Xp2 C P1Xq1

(A.2)
,/Tl(M,NQ) = My + M12N2(I - M22N2)_1M21

Produit de Redheffer

Le produit de Redheffer est associé & 'interconnexion représentée sur la figure A.2.

— —
U1 M 1
N
— —
U2 Y2

Figure A.2 Produit de Redheffer.

Il est défini formellement de la maniére suivante [Zhou et al., 1996].

M M
Définition A.2 (produit de Redheffer) Soient M = " e ¢ rtp)x(atar)
My Moo
Nt Nz (g2+g3)x(p2tp3) ¢ ; -1 -1
et N = Nyt Noo eC 3). St les matrices (I—MaoN11) ™" et (I—N11 Ma)

existent, le produit de Redheffer est la fonction R définie par:

R(e,s):C (P1+p2)x(q1+42) o ¢ (a2+43)x(p2+p3) _, ¢ (Pr1+43)x(q1+p3)

R(M,N) = [ Fi(M,Nu1) Mis(I — Ni1 M)~ Nip ] (A.3)

Ny (I — MagNq1) ™t Moy Fu(N,Mpz)

Inégalités Matricielles Linéaires (LMI)

Quelques éléments historiques

L’origine des LMI remonte a la fin du 19°™¢ siécle, lorsque Lyapunov publie ses tra-
vaux sur la stabilité des systémes [Lyapunov, 1992]. Il montre en particulier quun systéme
régi par I’équation différentielle & = Ax est stable si et seulement si il existe une matrice
P =P7T >0 telle que ATP + PA < 0, et que cette inégalité peut étre résolue analytique-
ment. Lur’e et Postnikov sont les premiers dans les années 1940 a appliquer cette théorie
& des problémes pratiques dans le domaine de I'automatique. Ils proposent un critére de
stabilité qui se présente sous forme de LMI et permet notamment d’étudier des systémes
dont I'actionneur présente une non-linéarité [Lur’e et Postnikov, 1944]. Les inégalités ob-
tenues sont résolues a la main, ce qui limite leur utilisation & des systémes de petite taille.
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Néanmoins, leurs travaux montrent que la théorie de Lyapunov a un brillant avenir de-
vant elle [Lur’e, 1957]. Des avancées significatives sont alors réalisées dans les années 1960,
notamment sous 'impulsion de Yakubovich :

e le lemme positif réel, ou lemme de Kalman-Yakubovich-Popov [Kalman, 1963; Popov,
1962; Yakubovich, 1962], conduit & des techniques graphiques de résolution pour des
systémes présentant une seule non-linéarité (critéres du cercle, de Popov, de Tsypkin),

e le probléme LMI associé 4 ce méme lemme est résolu quelques années plus tard a
partir des solutions symétriques d’une équation de Riccati algébrique [Willems, 1971].

Ces travaux permettent peu a peu de considérer des problémes de taille plus impor-
tante, mais ils ne sont généralement applicables qu’a des familles particuliéres de LMI.
C’est finalement au début des années 1980 que l'on prend conscience qu’il est possible
de résoudre des LMI de forme beaucoup plus générale par des techniques d’optimisation
convexe. Le développement de méthodes de points intérieurs trés efficaces [Nesterov et
Nemirovskii, 1994] et I’augmentation constante de la puissance des calculateurs ont motivé
la reformulation de nombreux problémes sous forme d’inégalités matricielles linéaires, qui
représentent aujourd’hui 1'un des outils privilégiés de 'automaticien [Boyd et al., 1994;
Scherer et Weiland, 2005; Boyd et Vandenberghe, 2004].

Définition formelle et formulation pratique

Définition A.3 (inégalité matricielle linéaire) On appelle inégalité matricielle linéaire
toute équation du type :
F(z) >0 (A.4)

ou F : V — SN représente une fonction affine définie sur un espace vectoriel V et a valeurs

dans Uensemble SN = {M e RVN . M = MT}.

Remarque A.4 L’inégalité F(z) > 0 signifie que la matrice symétrique F(z) est définie
positive, i.e. uTF(z)u > 0 pour tout u € RN ~ {0}. De maniére équivalente, la plus petite
valeur propre de F(z) est positive.

Remarque A.5 Un ensemble de LMI peut étre traité comme une seule LMI structurée.
Les deuz assertions ci-dessous sont en effet équivalentes :

1. Fi(z) > 0 pour tout i € [1,m)]

2. diag(Fy(2),...,Fn(2)) >0

Remarque A.6 FEn pratique, les variables de décision z sont généralement stockées sous
forme matricielle. 1l existe alors deux scalaires p et q tels que V = IRP*9,

Problémes génériques et méthodes de résolution

Soient F,G : V. — SN et H : V — S™ des fonctions affines. Soit f : S — IR une
fonction convexe, ou § = {z € V : F(z) > 0}. Il existe trois problémes génériques faisant
intervenir des LMI :

e Le probléme de faisabilité consiste & trouver une valeur de z € V telle que F'(z) > 0.
En pratique, on cherche généralement un vecteur z qui minimise le scalaire t € R
sous la contrainte —F'(z) < t Iy,. Si la valeur minimale de ¢ obtenue est négative, le
probléme est faisable.
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e Le probléme aux valeurs propres consiste a déterminer la valeur de z € V' qui minimise
f(2) sous la contrainte F'(z) > 0.

e Le probléme aux valeurs propres généralisé consiste & minimiser le scalaire A\ € R
sous les contraintes :
AF(z) = G(z) >0
F(z)>0 (A.5)
H(z)>0

Remarque A.7 Dans tous les cas, les inégalités sont strictes. Ce n’est cependant pas
restrictif, car toute LMI non stricte peut se ramener a une LMI stricte [Boyd et al., 1994].

La plupart des problémes d’optimisation que ’on rencontre dans les domaines de la
commande, de 'identification ou du traitement du signal peuvent s’exprimer & l’aide d’in-
égalités matricielles linéaires sous 'une des trois formes ci-dessus. Par exemple, étudier la
stabilité du systéme linéaire £ = Az avec A € IR™*" revient a déterminer s’il existe une
matrice P € S" telle que F(P) > 0, avec F(P) = diag(P, — ATP — PA) € S*". 1l s'agit

donc d’un probléme de faisabilité.

Remarque A.8 Les trois problémes énoncés ci-dessus sont convexes ou quasi-convexes, ce
qui garantit [’existence d’un optimum global, mais ils ne sont en revanche pas différentiables.
1l existe principalement deux familles de méthodes permettant de les résoudre :

e les méthodes des plans sécants, introduites dans le cadre de la programmation convexe
au cours des années 1970 [Elzinga et Moore, 1975], puis appliquées une quinzaine
d’années plus tard dans le domaine de la commande robuste [Geromel et al., 1991].

e les méthodes de points intérieurs, développées dans le cadre de la résolution de LMI
par deuxr mathématiciens russes [Nesterov et Nemirovskii, 1994].

Elles permettent toutes les deux de calculer ’optimum global du probléeme en temps polyno-
mial. Les méthodes de points intérieurs présentent cependant l’avantage d’étre sensiblement
plus rapides et de traiter efficacement des problémes de taille relativement grande compor-
tant quelques centaines voire milliers de variables. Elles sont d’ailleurs implantées dans la
Robust Control Toolbox pour Matlab [Balas et al., 2007/

Complément de Schur

Le complément de Schur permet d’écrire sous forme de LMI certaines inégalités matri-
cielles non-linéaires.
Lemme A.9 (complément de Schur) Soient R€ IR™"™, S € IR™*™ des matrices symé-
triques et M € IR™™™ une matrice quelconque. Les conditions suivantes sont équivalentes :

R M
mMT S

P R>0
' S—MTRIM >0

P S >0
' R—MS'MT >0
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Lemme de projection

Le lemme de projection a été introduit par [Gahinet et Apkarian, 1994]. Il permet de
transformer une BMI en LMI en éliminant certaines variables, qui correspondent généra-
lement aux matrices d’état du correcteur que ’on cherche & optimiser.

Lemme A.10 (lemme de projection) Soient ¥ € IR"™*™ une matrice symétrique et
PcRP*™, Qe IRI*™ deux matrices quelconques. Il existe une matrice © € IR9*P telle que :

v+ PTe’Q+QTepP <0 (A.6)
s1 et seulement si:
NZ;\I/NP <0
’ (A7)
NQ\I/NQ <0

ot Np et Ng représentent n’importe quelles matrices dont les colonnes forment des bases
des noyaux de P et ().

L’idée est de regrouper toutes les variables a éliminer dans la matrice © puis d’appliquer
le lemme de projection. Une fois le probléme (A.7) résolu, la matrice ¥ obtenue permet de
construire explicitement © en s’appuyant sur le lemme de complétion matricielle rappelé
ci-dessous [Packard et al., 1991].

Lemme A.11 (lemme de complétion matricielle) Soient X,Y € € "*" deuz matrices
hermitiennes définies positives. Soit m un entier positif. Il existe une matrice Xo € € "™
et une matrice hermitienne X3 € € "> telles que :

-1
X X X X Y .
>0 e = (A8)
X3 X3 X5 X3 . .
ot les symboles « désignent des éléments quelconques, si et seulement si:
X-Y'>0 et rangX-Y H<m (A.9)

Remarque A.12 Une extension du lemme A.10 ainsi qu’une paramétrisation de l’en-
semble des solutions sont proposés par [Skelton et al., 1997] sous le nom de théoréme de
Finsler généralisé. On notera que le résultat initial obtenu par Finsler et rappelé dans [Ja-
cobson, 1977] se limite a I’énoncé de la condition nécessaire (A.6)=>(A.7).

Remarque A.13 Une autre technique fréquemment mise en cuvre pour transformer une
BMI en LMI consiste & appliquer le changement de variable introduit par [Scherer et al.,
1997]. Elle permet notamment de faire disparaitre les produits entre les matrices de Lya-
punov et les matrices d’état du correcteur recherché.

Lemme positif réel et lemme de Kalman-Yakubovich-Popov

On considére dans ce paragraphe un systéme linéaire décrit par sa représentation d’état :

& = Az + Bu
(A.10)
y=Czx+ Du
avec £ € IR™ et u € IR™, ou par sa matrice de transfert :
G(s)=C(sI—A)'B+D (A.11)

Contribution a la commande des systémes saturés en présence d’incertitudes et de variations paramétriques



178 QUELQUES DEFINITIONS ET RESULTATS TECHNIQUES

Le lemme de Kalman-Yakubovich-Popov (KYP) est issu des travaux de [Kalman, 1963;
Popov, 1962; Yakubovich, 1962|, généralisés quelques années aprés par [Anderson, 1967).

Proposition A.14 (lemme KYP) Soit un systéme linéaire gouvernable décrit par sa re-
présentation d’état (A.10). Soit M = MT € R M+X41) - Los deur assertions suivantes
sont équivalentes :

> 0 est satisfaite pour toute

I I
pulsation w € IR vérifiant det(jwl — A) # 0,

[ (el 4B (jwl — A)'B
1. linégalité

ATpP+PA PB

BTP 0 M<0

2. il existe une matrice P = PT € IR™™ telle que [

Une preuve de ce résultat est proposée par [Rantzer, 1996].

Remarque A.15 La proposition A.14 reste valable si les inégalités sont strictes. Dans ce
cas, Uhypotheése de gouvernabilité n’est plus nécessaire.

Remarque A.16 Lorsque la matrice A est Hurwitz, P est nécessairement positive.
Le lemme positif réel est un cas particulier du lemme KYP qui consiste & choisir:

[0 cT
M =

A.12
C D+ DT ( )

Proposition A.17 (lemme positif réel) Soit un systéme linéaire gouvernable décrit
par sa représentation d’état (A.10) ou sa fonction de transfert (A.11). Les deux assertions
sutvantes sont équivalentes :

1. G(jw) + G(jw)* > 0 pour toute pulsation w € IR vérifiant det(jwl — A) # 0,

ATp+PA PB-CT

<0.
BTP-C —-D-DT =0

2. il existe une matrice P = PT € IR™™ telle que [
Des généralisations du lemme KYP & des intervalles de pulsations quelconques ont récem-
ment été proposées par [Iwasaki et Hara, 2005].

S-procédure

La S-procédure, dont la dénomination aurait été introduite par [Aizerman et Gantma-
cher, 1964], est fréquemment utilisée en automatique pour étudier la stabilité et le niveau
de performance des systémes non-linéaires ou incertains. Elle permet de remplacer une
condition non convexe par une condition suffisante et donc conservative, mais qui admet
quant a elle une formulation convexe. Une telle démarche a été utilisée de maniére impli-
cite dés les années 1950, mais les premiers résultats marquants sont I’ceuvre de Yakubovich
dans les années 1970.

Le principe de la S-procédure est le suivant. Soient des fonctions f : V. — IR et

hi:V —-1R,i=1,...,m. On considére les deux conditions ci-dessous :
f(z)>0Ve eV~ {0} tel que hi(z)>0,i=1,....,m (A.13)
dneR4,i=1,...,m tels que f(z)— ZTihi(iﬂ) >0 (A.14)
i=1
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Ces deux conditions ne sont pas équivalentes en général, mais il est évident que (A.14)
implique toujours (A.13). La réciproque est vraie sous certaines hypothéses. On dit alors
que la S-procédure est non pessimiste ou lossless. La proposition A.19 présente quelques
résultats particulierement utiles en pratique.

Définition A.18 (contrainte réguliére) La contrainte h;y(x) > 0,i = 1,...,m est dite
réguliére s’il existe xg € V' tel que hi(xg) > 0,i=1,...,m.

Proposition A.19 (non pessimisme de la S-procédure) On suppose que la contrainte
hi(x) > 0,i=1,...,m est réguliére.
e Siles fonctions f : IR™ — IR et h; : R™ — IR sont linéaires, la S-procédure est non
pessimiste quelle que soit la valeur de m.
e Siles fonctions f: IR™ — IR et h; : R"™ — IR sont quadratiques, la S-procédure est
non pessimiste pour m = 1 [Yakubovich, 1971; 1973].
e Siles fonctions f: C" — 1R et h; : €™ — IR sont quadratiques, la S-procédure est
non pessimiste pour m < 2 [Fradkov et Yakubovich, 1979/.

Remarque A.20 Le cas des fonctions quadratiques se révéle pertinent lorsque [’on étudie
la stabilité d’un systéme a l’aide de la théorie de Lyapunov. Dans ce cas, la condition (A.14)
s’exprime généralement sous la forme d’une LMI que ’on peut résoudre aisément.

De nombreuses extensions ont été proposées par |Yakubovich, 1992; Megretski et Treil,
1993, et plus récemment par [Iwasaki et al., 2000], qui propose notamment le résultat
ci-dessous dans le cas de fonctions quadratiques complexes.

Définition A.21 Un ensemble Q de matrices hermitiennes de taille n x n est dit non
conservatif si les trois propriétés suivantes sont vérifiées :
1. Q est convere,
2.Q0€Q=71Qec QVr >0,
3. pour toute matrice non nulle H € € ™" telle que H = H* > 0 et trace(QH) < 0
VQ € Q, il existe des vecteurs x; € C",i = 1,...,r tels que H = >, xjx} et
z;Qr; <0VQ € Q.

Proposition A.22 (S-procédure généralisée) Soient P une matrice hermitienne et Q
un ensemble de matrices hermitiennes non conservatif. Les deux conditions suivantes sont
équivalentes :

1. 2*Px >0 Ve € C" {0} tel que z*Qx > 0VQ € Q
2. 3Q € Q telle que P—Q >0

On ne relie donc plus le caractére non pessimiste de la S-procédure au nombre m de
contraintes, qui peut étre quelconque du moment que les matrices () vérifient les propriétés
énoncées dans la définition A.21.

Inégalités Matricielles Bilinéaires (BMI)

De nombreux problémes d’optimisation rencontrés en automatique s’expriment naturel-
lement sous forme de BMI, mais peuvent étre transformés a ’aide des techniques présentées
ci-dessus de maniére a ne faire intervenir que des LMI. Cependant, lorsque le conserva-
tisme qui en résulte est trop important ou tout simplement qu’une telle reformulation n’est
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pas possible et que ’on souhaite éviter une démarche itérative n’offrant aucune garantie de
converger vers I'optimum recherché, on peut envisager la résolution directe de ces problémes
BMI. Cela permet de traiter une classe beaucoup plus large de problémes d’optimisation.
Cependant, cette généralisation a un prix car la perte de la convexité qui en résulte pose
des difficultés considérables, notamment en termes de complexité numérique.

Théoréme A.23 [Toker et Ozbay, 1995/ Le probleme de déterminer un élément qui vérifie
un ensemble de contraintes BMI est NP-difficile.

Il existe aujourd’hui des solveurs BMI. Malheureusement, les techniques de résolution sont
encore loin d’étre matures et ne permettent généralement pas de traiter efficacement des
problémes faisant intervenir plus de quelques dizaines de variables. Elles sont donc diffi-
cilement exploitables dés que 'on cherche & optimiser des matrices de type Lyapunov, ce
qui est généralement le cas des problémes rencontrés au cours de la thése.
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